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1-1)

1-2)

1-3)

|-4)

|-5.a)

1-5.b)

[-5.c)

2 -1 0 3
(S) = AX=B avec| Ag—-1 2 - et | B -95]|.
0 -1 2 5

‘det(A)=4.  Comme det(A¥ 0, | A est inversible

1 1t 321 1 321
A= (ComA) == |2 4 2| donc| A'==|2 4 2.
det(A) 4 123 4 12 3

Comme det(A¥ 0, (S) est un systéeme de Cramer.
Par suite,| (S) admet une solution unique Q

PN W

AX=B - X=AlB et Kl.B=%(

213 (4 1
4 2|-5=2-4| dou|Qa-1].
23\ 5 8 2

1 010 Xy (Y 1 2X-y
SiJ:E 101 alors X-JX=z3Yy -5 X+z =5 —-X+2y-z
010 z y -y+2

3
On en déduit quel (S X=JX+K avec K :%[— 5} .
5

La matrice J est une matrice symétrique réelle ddie est diagonalisable
dans une base orthonormale de vecteurs propres.

Donc il existe une matrice orthogonale P et uagrice diagonale D

telles que: J=P.IP. (car PIOB) -~ P*='P).

0
1 1 A 2 2 2 2
PAV=| 2 ~* 3 [=-A° 5= —7\(7\ —%(A +32£j donc| sp(J) jLO @ —325 (1),%(1)} :
0

En notant a le réel 322

. &Yy, 20E - {ijg:o d'ot [ & = Vect((L, 0, — 1))
. —x\2+y=0 {X=Z N
& Y, 2gUEq < {y—Z\/E=O = y=2\/§ dOU| E;—Vect((l,\/i, l))|

e &Yy, 20Eq = {3);\?;/%:8 - {;;zz_z\/é d'ol | E4 = Vect((1, =2, 1).
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La matrice étant symétrique réelle, les sousasppropres sont deux a deux orthogonaux.

Pour obtenir une matrice orthogonale P, on nasm#ks bases des droites vectorielles
définissant les sous-espaces propres et on tbtien

. N2 11 TG
J=P.DP avec P=§ 0 /2 /2| et DZE 042 0
2 1 1 0 0 —2

1-5.d) On vérifie par récurrence quedpON’, F = P.D.'P.
- D'apres la question précédente, ceci est vrai peut.
~ Si, pour un naturgd donné p=1), ¥=P.0.P
alors 8= %.J=(P.B.'P).(P.D'P) = P.00.(P.P).D'P = P.O0".'P
car PIO(3) donne'P.P = .

Pourp=0, J=13 et P.0.'P =P.4'P = PP = k car RIO(3).

En conclusion: |OpON, F = P.D.'P|.

0O O 0
Note On ne peut écrirep#%P 0 &/2° 0 |'P quespON' car @sp(J).
0 0 (2y
Jro 1oy (3 NE 3
|-6) X(l):J.X(O)+K:§ 1012 —-5|| donc ){1):E -4 et A(l)ZE -2
01 0AO 5 7 3
1-7) > with(linalg):

Xo=matrix(3,1,[1,2,0]):
J.=matrix(3,3,[0,1,0,1,0,1,0,1,0])/2:
Ki=matrix(3,1,[3,-5,5])/2:

for p froml to 2008 do X =eval m(J& X+K) od:
eval m( X) ;

1-8.a) Par définition: OpON, X®*P=J3.XP +K etonavuque: Q=J.Q +K.
Par soustraction membre & membre, il vielipON, X®Y—-Q =J.0¢ - Q)

soit |[OpON, AP = AP,

On en déduit par récurrence qigipON, AP = P.AO)].
~  Pourp = 0, la propriété est vraie car elle s'é&f? = 15.A©.
~  Si, pour un naturg donné p = 0), AP = P.A,

alors AP = JAP = 3. 8. A0 = P*1AQ dou I'hérédité.

En tenant compte de la relatioopON, P = P.D.'P,
on obtient: |OpON, AP = p.B.PA”).
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1-8.b)

1-8.C)

1-8.d)

1-9)

1-10)

On fait une disjonction des cas.
- sip=0alord|p®.ul|=||U|| car B'=1; et 552=1 donc|P°.U]|s 57 |1Vl

0 0 0 Va 0
~  SipON" alors .U :%{0 &2Pr o Ib} —%{ b(v/2)° }
0 0 (f2P)Nc c(—/2)°

et |D°.U]| = pNF + 0P + P2 =5\ + & < g [@+ B2+ & =50 | U]

Finalement, | IpON,  [|DP.Ul| <z [V

a
. wus(ab >{bjb e )
C

—  Comme P est une matrice orthogon.
En effet, ||P.UF ='(P.U).P.U ZU.'P.P.U ZU.U =||U|F car 'P.P =4
L'égalité des carrés entraine I'égalité des asroar ce sont des réels positifs.

On vérifie de méme que][P.U|| = [JU]l|.

1 1
- OpON, [A%]|=[P.@.PAD)|=P".(PA)|< 5oz [P AP =55 [IA“|

1
Donc | OpON, ||A(p)||s?,g||A(°)||.

0

- CommeA“’):( 3], RO =/0 9+ 4 =~/T3.
2

Par suite: | OpON, ||A('°)||SV§3.

a lal =\[a <[ + b+ = U]
Siu= alors

b Ibl =A/b* <[ + b + & = U]
c s |c|1=v?sv¥+b2+c2=llun
X —_
CommeA® =| y? + 1| par transitivité, la relatiof|A®|| < 13
29— 2 2

donne: | OpON, |x(p)—1|sﬁ, VP>+1|SV§3 ot *(m_2|sﬁ_

. 13 . 1\ 1
lim 5 = lim /13x|—=| =0 car|=|<1.
m. 5=, m T (5 <o ca
Par suite:| limxX? =1, IimyP==1 et IimZ"=2|.
P - +o00 P - +o00 P - +o00
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1-11) La relation []A®||< 107 est assurée dés qus/gg’s 107,

In13 + 6In10

Cela se traduit palrz—g’s 10° donc par 2=13.10 ce qui donnep = e

Comme%(): 23,6 il suffit de choisifp = 24.

Note le programme de la question I-7 donne pour aetieur
x*=0.999756, y*Y=—0.999268 etz*"=1.999756

110
donc | E = Vectf A) est un R-espace vectoriel, sev Mig(R)|.

011
11-1) - MOE - Oab0R? M=al;+bA avec A{l 0 1}

- Lafamille (k, A) est une famille génératrice de E et elle ibsé|
a=0 pour les termes diagonaux

carals+bA=0; - { b =0 pour les autres termes
Par suite ¢l A) est une base de E.

On en déduit que: dim(E) 3.2
011y011 211
11-2) On note tout d'abord que:?A|[1 0 1)l1 0 1|={1 2 1|=2k+A.
110110 112

Soit M =alz +bA et N =al; +BA deux matrices quelconques de E,
MN = aal; + (@B + ba)A + bpA% = (aa + 2bB)ls + (@B + ba + bB)ALE.

Donc| E est stable pour le produit matriiel

11-3) O(a, b)OR?, J@, b) et Up) sont des matrices symétriques réelles.
Par suite] & b) et Up) sont diagonalisablégdans des bases orthonormales de vecteurs propres)

11-4) Les trois vecteurs colonnes deb)gont égaux et non nuls da# 0. Par suite: .
Le théoréme du rang donne alors dim Keb)J€ 3 — rg[U)] donc | dim Ker[UB)] = 2.

a-A b b
11-5) Jab)—-Alz=| b a-A b |
b b a-A
Par suite, & b)—Als=U(b) = a-A=b < |A=a-b|.

11-6) SiA =a—balors rg[J&, b)] = rg[U(b)] = 1# 3 donc|a—bOSp(A) et dim g, = 2|.

11-7) J(@, b) étant diagonalisable:
» la dimension de chaque sous-espace propegekt a I'ordre de multiplicité
de la valeur propre associée,
» la somme des valeurs propres est égalerada tle H, b).
Par suite, si on nojel'autre valeur propre (simple) dea,J),

2@—b) +p =3 doi [u=a+ 2]
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111-1.a)

111-1.b)

111-2.a)

111-2.b)

111-2.c)

IV-1)

1V-2)

1V-3)

-1 2 -

SiA=| 0 1 Oj alorsl;=5,1,=1 etl3=6 d'ou|p(A) = 6.

1 -1 4

-2
Siu=|- 4} alors ||U|}» = max{2, 4, 3} donc|||U]}. = 4.
3

Y =Mp X+ Mp oy + Mp 3z
Z=Mg1.X+Mgay+NMg3Z

On a immédiatement

{ X' =My 1. X+ M2y + My 32

=x
i INIA
XXX
T T T

N X

| < Iyl K+ g2l + gl < (Ml + e + g gl) > [[X | car{

donc | X[ <1y x [X]k|.
On montre de méme que:y'|£ 1 x [X[L| et | #] <15 x [X]L|.

= |IMX]E = max{K], bl B[} = max{ly x |X[| , 12 % [[X]|s , T3 [X] b}
donc |M.X|}. < max{ly, I, 13} x |X|b  soit [[IM.X]k < d(M).[X]k].

~ MM X]E = [M.(MX) [ < (V). [M.X
Commed(M")OR+, on en déduit quep(M’).|[M.X || < d(M).d(M).| X[

Donc |[|[M.M.X [k < d(M?).¢(M). [X]L].

Commea;1#0, ao#0 etazz# 0,

Ly < ajl a1 X=—apy—azzt+ta anpX+apytazsz=a
Ly — al, donne (§ = | any=—-axX—aszZ+b o | auX+any+axnz=b

L3 < assls a33Z= —ag1.X—agy+cC ag1.X +agpy +as3z=cC
Donc [(S) = (S)]-

o _&2 23 a

i1 an a1

\ L. a1 a3 b

! = = 0 _ = —

Le systeme ($s'écrit X=J.X+K avec J a0s s et K .

_81 & £

A3z Az3 az3

~  Par définition: OpON, X®*P=J3XP + K et Q vérifie: Q =J.Q +K.
Par soustraction membre & membre, il vieapON, X®*Y - Q = J.0¢ - Q)

soit [OpON, AP =J3a®).

-~ Onen déduit quet|\®}, = [DAPL < 0 (3)JIAPL .
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1V-4) Une récurrence donne alor$OpON, |AP|L < (0Q)P.JAL].

—  Pourp=0, larelation est vraie cap(Q))’’ = 1.
~  Si, pour un natured donné p = 0), ||AP|}. < (6)F.| 9|}
alors |p*|L. < $(3) /AP < 0(3). 0 Q)P IR = @Q)F |8 dot I'érédite.

|V-5) On sait quep(J)> 0. Si¢(J) < 1 alors lim @@)y=0 et lim AP} = 0.

La condition §(J) < 1 notéeG) est suffisante pour que +Iin|1|A(p)||w =0.

o)< AP},
1V-6.3) OpON, ”A(p)”w = max{ h(p)ll B(p)lu V(p)l } d'ou |B(I0)| < ”A(IO)”oO
V1< (AL
x(P) a® +q
IV-6.b) OpON, X®=A® +Q donc {y@} = {B“’) + qzl_
AP v(p) + 0
lim a® =0
p — +oo
Si (C) est vérifiée alors_lim[IA®]l, =0 doncy ,im, P =0
— 00 . p) _
pll_.rrloo y( - 0
i P =
pll_>nloo X ) ql
Par suite,| sid) est vérifiée alor p“ﬁlm YW=
im 27 =g,

010
| La matrice J de la partie | ne vérifie p&s)(.
La condition C;) est donc une condition suffisante mais pas nagesde convergence.

1 010 1
1V-7) SiJ:2 101 anrsI1=I3=§ etl,=1 donco(J) = 1.

IV-8.4)  En utilisant le Ill-2.c, une récurrence immédiatade: OpON, ||DP.X]|} < (@(D))".|[X||-.
Par suite, JpON, [AP|L. = [IP.(0°.P A9l < ¢(P)|ID°.(P APl < 0 (P). 0 (D)°.| P2

et, finalement |OpON, |AP|L < d(P).4(D)P).0(PY.|]AO|L|.

IV-8b) Si¢(D)<1 alorsp lim ($(D))° =0 ot lim AP} = 0.
Si J est semblable a une matrice diagonale D,

une condition@,) suffisante pour que iMA®||. = 0 est{ (D) < 1].

NI~

00 O
IV-8¢) SiD= (0\/5 0 J a|ors¢(D)=3zé< 1.

0 0 —/2
| La matrice D de la partie | vérifie don@,|.
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IV-9.8) PourJ&b), l1=1,=I3=f| + 2p| donc|d(I(@, b)) = | + 2p||

a-b O 0
et D= 0 a-b 0 | donc|®(D)=max{h—bl, b+ 2|}
0 0 a+2

IV-Ob) Si a=% eth= -+

3
1 1y_1,,, 1.7
alorsq)((z, —3D =5* 2% 376 >1 donc @ -

- 1,11 1l S1_5 1) s
et ¢(D) = ma{ ‘2 +3 : ‘2— 2% 3‘} = max{6, 6} =5 <1 dondg @ —3) vérifie (Cy)|.

1V-9.c) —  La condition C,) correspond a l'intérieur du losange ABCD ci-desdoontiere exclue
az0etb>=0eta+2b<1 (OAB)
as<sOetb=0et—a+2b<1 (OAD)
az0etb<Oeta—2<1 (OBC)
as<Oetb<Oet-a—-2<1 (OCD)

ne vérifie pas@,)

Wl

car § +2p|<1 - ou

A0, 1/2)

D(-1,0) o) BQY,

vo

C(, - 1/2)

- La condition C,) correspond a l'intérieur du parallélogramme AB€{dessous
frontiere exclue

—-l1<a-b<1
car max{g—b|,p+20|}<1 = et{—1<6:51+b23<1
Ab
a-b+1=0
a+2»-1=0
a-b-1=0
Q B
D
a+2+1=0
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