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Exercice 1

1. Etude de la série de terme général : u, = sin ((2 - \/§)n 71)

1.1.

Ona:1<2- \/§<1,etdonC:O<<2— \/§)nn<n,etenﬁn:sin((2— \/§)nn)>0.

1.2. La limite nulle a 'infini de (2 - \/§)n 7t est évidente et donc : u, I (2 - \/§)n L.

Par équivalence a une série géométrique positive convergente, la série des u, converge.

2. Ay=(2-V3) +(2+ V3) ch( Dt +1)(V3) 20k,
qui est une somme d’entiers palrs (k pair) ou nuls (k impair), c’est donc un entier pair.

3. v, =sin (Anrc - (2 - \/§)n TC) = sin (— (2 - \/§)n n) = —Uy,.

C’est bien le terme général d"une série convergente par linéarité des séries convergentes.

4 fux| ~ (2- \/5)”n|x|”, d’oit :

Cet équivalent est aussi la limite du quotient, et donc: R =

un+1xn+l
nX"

~ (2— V3) [x].

+00

1
2- 43

Par ailleurs, en R, on se retrouve avec une série numérique dont le terme général est équivalent a

Up

-

- qui tend vers 1 a I'infini. La série diverge donc puisque la limite du terme général n’est

pas nulle. Il en est de méme en —R.

Exercice I1

1. L'intégrale est nulle pour a = 0.

Pour a > 0, on pose t = au, changement de variable monotone de classe ¢! qui transforme une
intégrale généralisée en intégrale de méme nature et égale en cas de convergence.

+00
1 . . T
On retrouve f e dt qui est simplement I. Donc, I(a) est convergente et vaut —
0

>

De la méme fagon, pout a < 0, on pose t = —au et on retrouve cette fois ci —I. I(a) est encore

Tt
convergente et vaut dans ce cas 5

2. Calcul de J.

2.1.

2.2,

C’est une intégrale généralisée d"une fonction continue donc localement intégrable sur ]0, +oo[.

On a un probléeme de convergence de l'intégale en 0 et en +oco.

Sll’l2 u

En 0, — 1, on a un faux probléme, I'intégrale converge.

sin u
u2
Par critere de comparaison des fonctions positives, l'intégrale converge en co.

1 "
En +00,0 < < —; dont I'intégrale converge en +oo.
u

. T sin® u
Finalement, 5— du converge.
0 u

On va faire une intégration par partie dans des intégrales généralisées en intégrant —. On
u

-1
pose donc : f(u) = " et g(u) = sin? u, fonctions clairement de classe €.

On a besoin d’avoir des limites finies pour f(u) g(u) en 0 et en +o0. Ces limites sont faciles a
trouver, toutes deux nulles. Les deux intégrales sont donc de méme nature, ici égales car le
crochet est nul.

du=12) =2

+00 -
Ce qui donne : ] = f 2sinu cosu dy = f smLZu)
0
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3. Calcul de K(a, b).

3.1.

3.2.

3.3.

® cos(a — b)u — cos(a + b)u
d
2u?
On fait ensuite la méme intégration par partie que dans la question précédente.
cos(a — b)u — cos(a + b)u
fu) g(u) =

u
taire, également nulle en 0.

+
On écrit d"abord K(a, b) = f
0

dont la limite est nulle a I'infini et, par un calcul élémen-

L'intégration par parties est donc possible, et, comme le crochet est nul, sous réserve de
convergence, les deux intégrales sont égales.

T (a + b)sin(a + b)u — (a — b) sin(a — b)u

La deuxieme intégrale est : f du, qui est bien conver-

2u

0

gente car on reconnait une combinaison linéaire de I(a + b) et de I(a — D).
+b -b

Finalement : K(a, b) = 2 )I(a +b) - aTI(a - b).

Selon le signe de a + b et a — b, on va avoir 4 régions ouvertes et 4 demi droites.

b>aetb>—a:K(a,b):bg;
b>aetb<—a:l<(a,b):—ag;

b<aetb>—a:K(a,b):ag;

b<aeth<—a:K(a,b) = b’;,

b:—a>0:1<(a,b):b a;c,
T( Tt

b——a<0.K(a,b)——bE— 5,

e e
b—a>0.K(a,b)—bE —tZE,
b=a<0:K(,b)=-b
a=b=0:K(0,0)=0

On obtient facilement : K(a, b) = %(Ia +b| —|a - b)]).

T
2

Probléme

Premiére partie

1. Solutions de Eq».

1.1.

1.2

1 1 1

f(x) :g(x)+%f:l(x+t)f(t)dt:g(x)+ %(xf_‘lf(t)dt+f:1 tf(t)dt).
1 1

Onadonc:a= %f_lf(t)dt,etb: %‘f_ltf(t)dt.

1
On écrit: g(x) +ax+b - E f (x — 1) (g(t) + at + b) dt = g(x).
2J4

1 1 1 1
Cequidonne:ax+b—%(xf g(t)dt+xf at+bdt+f tg(t)dt+f at2+btdt:0)
-1 — — —

1 1 1
Et enfin, en égalant les termes en x et les termes constants :

a-b=z fgt)dt

—§+b— 2f to(t) dt.

— Christophe Caignaert — Lycée Colbert — 59200 Tourcoing — http://c.caignaert. free.fr —



CCP — TSI — 2005 — 1 3

2. Si g(x) = x, alors :
a-b=0
1

a
A
37773

1 1
Ce qui donne facilement:a = b = 5 et f(x) = gx +5

Partie I1

1 1 1
1. f(x) :g(x)+A£1(x+t)f(t)dt :g(x)+A(xf_‘1f(t)dt+]_‘1 tf(t)dt).

1 1
Onadonc:a=A f f(t)dt,et:b=A f tf(t) dt qui conviennent comme ci-dessus.
-1 -1

On obtient en remplagant f en fonction de g, et en égalant les termes en x et les termes constants :

1
a—2Ab = /\f g(t)dt
-1

1
_204 o Af te(t) dt.
-1

3
1 =21 42
Systeme linéaire de 2 équations a 2 inconnues, qui est de Cramer pour:| 27 117 1- =3 #0.
3

On a bien une solution unique sauf pour A = i?.

1 _ 1
2. PourA = Aq = ﬁ, les 2 équations sont: a-— V3b = ﬁ f g)dt et —1u+b = ﬁf tg(t) dt.
2 2 J, \3 2 J,

Il n’y a de solutions que si ces 2 équations sont proportionnelles, c’est a dire si et seulement si :

1 1
dt=-3 dt.
I st f RECLY

3. . o . .
Pour A = Ay = 5 il n’y a plus de signe - dans le systéeme et la condition nécessaire et suffisante

1 1
pour avoir des solutions est : f gty dt = V3 f tg(t)dt.
-1 -1

1

3. Elémentairement : f (1 - 3t2) dt =0.
-1

1
4. Par ailleurs, pour des questions de parité, f t(l —3t2) dt = 0, ce qui fait que g définie par
-1

¢(t) = 1 — 3t vérifie la condition de la question précédente pour A; comme pour A, et donc
convient comme fonction g1 et aussi comme fonction g».
5. Cas ou g est nulle.

5.1. Rappelons que pour A # Aj et A # A, la solution est unique. Par ailleurs, le systéme dans le
cas ot g est nulle est homogene, donc la solution unique de (E,) est la fonction nulle.

5.2. Les solutions de (E Al) vérifient alors simplement : @ — V3b = 0, donc f est définie par :
fi(x) = ( V3x + 1) b, avec b quelconque.

Celles de (E,,) vérifient a + V3b = 0 et sont de la forme : fo(x) = (—\/5 X+ 1) b, avec b
quelconque.

1 1
5.3. I 1 filt) (Ot = [ 1 b (1-3) dt =0.
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Partie IT1

1. On calcule:

1 1 1
K(Ahy + pha) (x) = I RET (Ahy + ph) (B dt = A I kG, Dl e+ I kG, Dla(t) d

= AKhy(x) + pKho(x).
K est bien linéaire.
Pour la continuité de Ki, on a une intégrale simple & parametre :
(x, ) = k(x, t) h(t) est clairement continue sur R X [-1, 1], donc K& est continue sur R.

2. (E) peut donc s’écrire : f(x) — Kf(x) = g(x), ouencore: f — Kf = g.

3. g+ZK”g—{Kg+ZK"+1gJ=g+ZK”g— Kg+ZK”g)=g+ZK”g—(ZK”8)=8

n=1 nxz1 nxz1 nz2 n>1 nz1

Ceci prouve que f = g+ Z K" g est bien solution de (E).
n>1
4. Un cas particulier.
1

4.1. On a doncici: Kg(x) = f

1 1
— Htdt = =
| pwrhtdi=g

11 1 11 1
et: K2¢(x) = f:l E(x + t)§ dt = 35 gg(x), ou encore K?¢ = 38
1\
4.2. Par récurrence immédiate, pour p € N*, ona: K¥g = (5) g
1 p+1
Etpourp e IN,ona: K¥#*lg = (g) .
5. On a alors, en admettant le résultat formel donné,

1\ 1y 1 1 3 1

f(x)—x+2(§) +Z(§)x—x+§+§x—§x+§.
p=0 p=

On retrouve bien le résultat de la question 2 (et non pas 3) de la partie I.

Partie IV
1. Ona Ko (x) = f (a(x)b(t) + a(t)b(x)) (a(t) + b(t)) dt
A

= a(x) f a(t)b(t) dt + a(x) f b2 (t) dt + b(x) f a*(t) dt + b(x) f a(t)b(t) dt = a(x) + b(x) = @1(x),
A A A A
en applicant les normes de a et b et leur orthogonalité.

C’est a dire : K1 = 1.
De méme : Koy (x) = f(a(x)b(t) + a(t)b(x)) (a(t) — b(t)) dt
A

= a(x)fa(t)b(t) df —a(x) f b2(t) dt + b(x)faz(t) dt — b(x) f a(t)b(t) dt = —a(x) + b(x) = —@a(x),
A A A A
en applicant les normes de a et b et leur orthogonalité.
C’est a dire : Koo = —¢».
@1 et gy sont donc propres de K pour les valeurs propres 1 et —1 respectivement.
2. Soit: f — AKf = gavec A # 0.

1
2.1. Notons que si A # +1, alors, 1 # +1, et n’est donc pas valeur propre.

Ona f — AKf = get fo — AKfp = g, par différence, il vient : (f — fo) — AK(f — fo) =0,
c'estadire: K(f - fo) = %(f—fo).
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On en conclut que f — fo = 0, car ce vecteur ne peut étre propre puisque % n’est pas valeur
propre.
C’esta dire: f = fy, la solution est unique.

2.2. SiA =1, alors, f — fy est propre pour la valeur propre 1 et est donc colinéaire a a + b.
L’ensemble des solutions est donc: fo + R(a + b).
De méme, pour A = -1, 'ensemble des solutions est : fy + R(a — b).

3. Kh(x) = L (a(x)b(t) + a(t)b(x)) h(t) dt = a(x) L b(Hh(t) dt + b(x) fA a(t)h(t) dt, en utilisant les proprié-

tés dea et b.
Commea = w eth= @, on obtient :
fb(t)h(t) dt + fa(t)h(t) dt fb(t)h(t) dt — fa(t)h(t) dt
Kjp = 2A 5 A o1+ A - A .
[oonoa [ om0 a
A A
= 5 P1 — > ©2
4. Comme ¢ et ¢, sont propres pour 1 et -1, pour n € IN*, on a:
[ oromrar [ oatomyar
K™ = Af o1+ (=1)" Af P2
fA pr(Dg(0) dt fA Pa(b)g(t)
5. f:g+Z)\ K g:g+2/\ fgol+(—1) fgoz
n=1 n>1
fA P13 dt fA Pa()g(0) i
g+ ) A4 Y ()
n=1 n=1
L Jeosoa [ emgoa
8T 2 P1TTEA 2 2
6. Si g est orthogonal a @1 et ¢, alors: f = g.
7. Un cas particulier.
sinx cost + cosxsint sin x COS X
7.1, k(x, t) = dott:alx) = — et b(x) = .
o) = (9= 5 et = <2
T 2 T : 2
On vérifie facilement : ||a||*> = f a_:) dt = f %(t) dt=1,

T 1.2 T 2
etaussi: ||b|]* = f w dt = f cos™() dt =1.
. T _ T

U Tt

T .
On vérifie enfin : {a, b) = f M dt =0.

—Tt
k vérifie bien les hypotheses demandées.

TT TT 2 T
7.2. Calculons d’abord f sin2tsintdt = f 2sintcostdt = [5 sin® t] =0
— —Tt

-7 Tt

TT TT 2 Tt

et aussi : f sin2fcostdt = f 2cos tsintdt = [—— cos® t] =0.
—T —TT 3 —TT

Ceci assure l'orthogonalité de g avec a et b, et donc avec @1 et @;.
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1
7.3. f— EK f = g adonc pour unique solution: f = g.
f — Kf = g a pour solution, selon la question 2.2, f = fy + R(a + b), avec comme solution
évidente : fo = g, car Kg = 0.
Les solutions sont donc définies par : f(x) = sin2x + A (sinx + cosx) avec A € R.
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