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I Etude de fα

1. On a f|α| = fα et α 6= 0, on peut donc se limiter à α > 0.

2. fα est périodique de période : Tα =
2π

α
.

3. fα est solution de : y′′ + α2y = 0, dont la solution générale est : y = A cosαt + B sinαt.

4. fα(x) = 0 ⇔ cosαx = 0 ⇔ αx =
π

2 [π]
⇔ x =

π

2α [απ]
.

x > 0 entraîne k > 0, et x 6 π entraîne k
π

α
6 π − π

2α
, c’est à dire : k 6 α − 1

2
, ou encore :

k 6 E + d− 1
2
.

Finalement, on a : 0 6 k 6 E + d− 1
2
et k entier,

Si d ∈
[
0,

1
2

[
, cela devient : k ∈ {0, 1, . . . , E − 1}, on a E solutions de fα(x) = 0 dans [0, π].

Si d ∈
[
1
2
, 1

[
, cela devient : k ∈ {0, 1, . . . , E}, on a E + 1 solutions de fα(x) = 0 dans [0, π].

II Etude de fα,β

1. fα,β périodique de période T ⇒ fα,β(x + T ) = fα,β(x), qu’on applique en x = 0.
Cela donne : fα,β(T ) = fα,β(0) = 2 ⇒ cosαT + cosβT = 2 ⇒ cosαT = cosβT = 1.
D’où : αT = 2pπ avec p ∈ N∗ et : βT = 2kπ avec k ∈ N∗.
D’où : kαT = 2kpπ = pβT ⇒ kα = pβ, k, p ∈ N∗.
Réciproquement, si kα = pβ, k, p ∈ N∗, fα,β

(
x +

2pπ

α

)
= cos(αx + 2pπ) + cos

(
x +

2pπβ

α

)

= cos(αx) + cos(βx + 2kπ) = cos(αx) + cos(βx) = fα,β(x)

⇒ T =
2pπ

α
=

2kπ

β
est une période de fα,β.

On a bien l’équivalence demandée.

2. Comme on vient de le voir, dans le cas qui nous intéresse : Tα,β = pTα = kTβ .

3. fα,β = fα + fβ , d’où f ′′α,β = −α2fα − β2fβ .

Ce qui donne : f ′′α,β + α2fα,β = −α2fα − β2fβ + α2fα + α2fβ =
(
α2 − β2

)
fβ.

4. On dérive 2 fois la relation précédente et on obtient, en utilisant une deuxième fois cette relation :

f
(4)
α,β + α2f ′′α,β =

(
α2 − β2

)
f ′′β = −β2

(
α2 − β2

)
fβ = −β2f ′′α,β − α2β2fα,β

Ce qui donne : f
(4)
α,β +

(
α2 + β2

)
f ′′α,β + α2β2fα,β = 0 (E)

5. On appelle gα et gβ les applications : x 7→ sinαx et x 7→ sinβx.
L’équation différentielle étant linéaire, la question posée revient à montrer que fα, fβ, gα, gβ

vérifient (E).
fα et gα vérifient y′′ = −α2y et aussi y(4) = α4y,
d’où : y(4) +

(
α2 + β2

)
y′′ + α2β2y =

(
α4 − α2

(
α2 + β2

)
+ α2β2

)
y = 0.

fβ et gβ vérifient y′′ = −β2y et aussi y(4) = β4y,
d’où : y(4) +

(
α2 + β2

)
y′′ + α2β2y =

(
β4 − β2

(
α2 + β2

)
+ α2β2

)
y = 0.

Les quatre fonctions vérifient bien (E).

6. α et β étant non nuls, il suffit de montrer que la famille {fα, fβ, gα, gβ} est libre.
On écrit : afα + bfβ + cgα + dgβ = 0, qu’on dérive successivement 3 fois :
−aαgα − bβgβ + cαfα + dβfβ = 0,
−aα2fα − bβ2fβ − cα2gα − dβ2gβ = 0, et enfin :
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aα3gα + bβ3gβ − cα3fα − dβ3fβ = 0.
La première et la troisième relation, appliquées en 0, donnent : a + b = 0 et −aα2 − bβ2 = 0
d’où on tire facilement : a = b = 0 car α2 6= β2, car α et β sont strictement positifs et distincts.
La deuxième et la quatrième relation, appliquées en 0, donnent : cα + dβ = 0 et −cα3 − dβ3 = 0
d’où on tire facilement : c = d = 0 car αβ3 6= βα3, car α et β sont strictement positifs et distincts.
La famille {fα, fβ, gα, gβ} est libre, c’est une base de l’ensemble des solutions de (E).

III Etude de f 1
2 ,1

1. f est de période 4π, paire. Une étude sur [0, 2π] suffit donc. On complète par symétrie par rapport
à Oy.

2. f ′(x) = −1
2 sin

x

2
− sinx = −1

2 sin
x

2

(
1 + 4 cos

x

2

)
.

f ′(x) = 0 sur [0, 2π], pour x = 0, x = 2π et x0 = 2 Arccos
(
−1

4

)
, qui est la seule valeur qui annule

1 + 4 cos
x

2
sur l’intervalle ; la solution générale est : ±2Arccos

(
−1

4

)

[4π]

.

On obtient le tableau de variation suivant :
x 0 x0 2π

f ′(x) 0 − 0 + 0
f(x) 2 ↘ f(x0) ↗ 0

3. f(x0) = cos Arccos
(
−1

4

)
+cos

(
2Arccos

(
−1

4

))
= cos Arccos

(
−1

4

)
+2 cos2 Arccos

(
−1

4

)
−1

f(x0) = −1
4

+
1
8
− 1 = −9

8
.

4. On coupe la courbe selon une droite horizontale.
Pour c > 2, on n’a pas de solution ;
pour c ∈]0, 2], il y a une solution unique ;

pour c ∈
]
−9

8
, 0

]
, on a 2 solutions distinctes ;

pour c = −9
8
, il y a une solution unique ;

et pour c < −9
8
, on n’a pas de solution.

5. f(x) = cos
x

2
+ cosx = 2 cos2

x

2
+ cos

x

2
− 1 = 2X2 + X − 1. On cherchera donc les solutions d’une

équation de second degré, puis les solutions correspondantes en x sur [0, 2π].

c = −1 correspond à 2X2 + X = 0, c’est à dire X = 0 ou X = −1
2
.

X = 0 correspond à cos
x

2
= 0 et donc x = π.

X = −1
2
correspond à cos

x

2
= −1

2
et donc x =

4π

3
.

c = 0 correspond à 2X2 + X − 1 = 0, c’est à dire X = −1 ou X =
1
2
.

X = −1 correspond à cos
x

2
= −1 et donc x = 2π.

X =
1
2
correspond à cos

x

2
=

1
2
et donc x =

2π

3
.

6. 2X2 + X − 1 = c s’écrit 2X2 + X − (1 + c) = 0.

La somme des racines de cette équation du second degré est : cos
x1

2
+ cos

x2

2
= −1

2
,

et leur produit est : cos
x1

2
cos

x2

2
= −1 + c

2
.
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7. L’équation différentielle : 8y′′ + 5y = 3 cos
x

2
− 3 cosx, est linéaire du second ordre, à coefficients

constants et avec second membre. Le second membre est double.
Solution générale de l’équation homogène associée.

ω2 =
5
8
et on a donc : y = A cos

1
2

√
5
2
x + B sin

1
2

√
5
2
x.

Solution particulière correspondant au second membre : 3 cos
x

2
.

On la cherche sous la forme : y = a cos
x

2
+ b sin

x

2
, ce qui donne :

−2a cos
x

2
− 2b sin

x

2
+ 5a cos

x

2
+ 5b sin

x

2
= 3 cos

x

2
, a = 1 et b = 0 conviennent.

Solution particulière correspondant au second membre : −3 cos x.
On la cherche sous la forme : y = a cosx + b sinx, ce qui donne :
−8a cosx− 8b sinx + 5a cosx + 5b sinx = −3 cos x, a = 1 et b = 0 conviennent.

Solution générale de l’équation avec second membre :

y = A cos
1
2

√
5
2
x + B sin

1
2

√
5
2
x + cos

x

2
+ cos x.

Solution générale de l’équation avec second membre et conditions initiales.

y = A cos
1
2

√
5
2
x + B sin

1
2

√
5
2
x + cos

x

2
+ cos x avec :

y(0) = 2, donne A + 2 = 2 et enfin : A = 0.

y′(0) = 0 donne
1
2

√
5
2
B = 0 et enfin : B = 0.

La solution est donc y = cos
x

2
+ cos x = f(x).

8. Dans tous les cas, on pose : α2 =
5
8
d’où 8f ′′α,β + 5fα,β =

(
5− 8β2

)
fβ ,

β =
1
2
fournit 5− 8β2 = 3 et correspond à la solution particulière du premier second membre.

β = 1 fournit 5− 8β2 = −3 et correspond à la solution particulière du second second membre.
On retrouve bien la solution demandée.

IV Etude d’une suite de fonctions

1. U0(x) = sin(x) P0(x) = sin(x) f1(x) = sinx cosx.

U1(x) = sin
(x

2

)
P1(x) = sin

(x

2

)
f ′1x)f 1

2
(x) = sin

(x

2

)
cos(x) cos

(x

2

)
=

1
2

sin(x) cos(x).

On a bien : U1 =
1
2
U0.

2. Cela revient donc à montrer que : ∀n ∈ N, Un+1 =
1
2
Un.

La question précédente nous a fourni la raison.

Un+1(x) = sin
( x

2n+1

)
Pn+1(x) = sin

( x

2n+1

)
f 1

2n+1

n∏

k=0

f 1

2k
(x) = sin

( x

2n+1

)
cos

( x

2n+1

) n∏

k=0

f 1

2k
(x)

=
1
2

sin
( x

2n

) n∏

k=0

f 1

2k
(x) =

1
2
Un(x).

On a bien le résultat demandé, la suite (un(x)) est géométrique.

3. On a donc : Un(x) =
1
2n

U0(x) =
1
2n

sinx cosx = sin
( x

2n

)
Pn(x)

D’où, pour x ∈]0, π], Pn(x) =
sinx cosx

2n sin
( x

2n

) −→
n→∞

sinx cosx

x
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4. Pn(x) −→
n→∞

sinx cosx

x
−→
x→0

1

Par ailleurs, Pn(0) =
n∏

k=0

cos 0 = 1 −→
n→∞ 1

La limite de Pn(x) pour n →∞ est bien continue.

V Un développement de cot απ

1. Si k ∈ N∗, alors fk(x) = cos kx est 2π périodique, de même que Fk(x).
Par ailleurs, fk et Fk coincident sur [−π, π], elles sont donc égales.

2. f 1
3
est de période 6π, et f 4

3
est de période

3π

2
.

3. Le problème de continuité est en π[2π], et, compte tenu de la périodicité, à étudier seulement en π,
à gauche et à droite.
lim

x→π−
Fα(x) = Fα(π) = fα(π) = cosαπ

lim
x→π+

Fα(x) = lim
x→−π+

Fα(x) = Fα(−π) = fα(−π) = cos(−απ) = cos απ.

F est donc continue sur R.
Toujours par périodicité, le problème de dérivabilité n’est à étudier qu’en π.
Etude à gauche.

F ′
αg

(π) = f ′αg
(π) = f ′α(π) = −α sinαπ.

Etude à droite.
F ′

αd
(π) = F ′

αd
(−π) = f ′αd

(−π) = f ′α(−π) = α sinαπ.
Mais α sinαπ 6= 0, donc Fα n’est pas dérivable en π[2π].

4. Fα(π) = cosαπ = cos(Eπ + dπ) = (−1)E cos dπ avec d ∈]0, 1[.

Le signe de Fα(π) dépend donc de la parité de E et de la position de d par rapport à
1
2
.

D’où le tableau :

E pair E impair
d ∈ ]

0, 1
2

[
+ -

d ∈ ]
1
2 , 1

[
- +

d = 1
2 0 0

Par ailleurs, F ′
αg

(π) = −α sinαπ = −α sin(Eπ + dπ) = (−1)E+1α sin dπ.
Mais ici, α sin dπ > 0, le signe de F ′

αg
(π) ne dépend que de E.

Si E est pair, F ′
αg

(π) < 0, et, si E est impair, F ′
αg

(π) > 0.

5. Fα est paire, donc : ∀n ∈ N∗, bn(α) = 0.

a0(α) =
1
π

∫ π

0
cosαt dt =

sinαπ

απ
.

On travaille maintenant avec n ∈ N∗.
an(α) =

2
π

∫ π

0
cosαt cosntdt =

1
π

∫ π

0
cos(n+α)t+cos(n−α)t dt =

1
π

(
sin(α + n)π

α + n
+

sin(α− n)π
α− n

)

an(α) = (−1)n sinαπ

π

(
1

α + n
+

1
α− n

)
= (−1)n sinαπ

π

2α

α2 − n2
.

La série de Fourier de Fα est donc : S (Fα) (x) =
sinαπ

απ
+

sinαπ

π

∞∑

n=1

(−1)n 2α

α2 − n2
cosnx.

Par ailleurs, Fα est 2π périodique, continue et de classe C1 par morceaux sur R, la série de Fourier
de Fα converge donc vers Fα.
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6. an(α) = (−1)n sinαπ

π

2α

α2 − n2
=

sinαπ

(α− n)π
2(−1)nα

α + n
=

sin(α− n)π
(α− n)π

2α

α + n
−→
α→n

1,

car chacun des facteurs tend vers 1.

Par ailleurs, an(α) = (−1)n sinαπ

π

2α

α2 − n2
−→
α→k
k 6=n

0, car ce n’est pas alors une forme indéterminée.

7. De l’égalité entre Fα et sa série de Fourier, on tire facilement :

∀x ∈ [−π, π], cosαx =
sinαπ

π

(
1
α

+
∞∑

n=1

(−1)n 2α

α2 − n2
cosnx

)
.

On applique ceci en x = π, et comme sinαπ 6= 0 : cotαπ =
1
π

(
1
α

+
∞∑

n=1

2α

α2 − n2

)
.
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