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I Etude de f,

I1

[y

. On a fjq| = fa et @ # 0, on peut donc se limiter a o > 0.

2

. fa est périodique de période : T, = —.
Q
3. f, est solution de : y” + a?y = 0, dont la solution générale est : y = A cos at + Bsin at.

4. fa(:c):()(:)cosax:O@ax:E S r =

2 (] 200[ar]’

s T :
xr > 0 entraine k > 0, et £ < 7 entraine k— < 7 — %0 cest 4 dire : k < o — 3 ou encore :
« «

1
k<E+d—§.

1
Finalement,ona: 0< k< F+d— 3 et k entier,
1
Side [0, 3 [7 cela devient : k € {0,1,...,E — 1}, on a E solutions de f,(x) = 0 dans [0, 7].

1
Side [2, 1 [, cela devient : k € {0,1,...,E}, on a E + 1 solutions de f,(x) = 0 dans [0, 7].

Etude de f, 3

. fap périodique de période T' = f, g(x +T') = fop(x), qu'on applique en z = 0.

Cela donne : fo, 3(T') = fa,3(0) =2 = cosaT + cos BT = 2 = cosaT = cos f1 = 1.
D’ou : T = 2pm avec p € N* et : §T = 2kn avec k € N*.
D’ou : kaT = 2kpm = pBT = ka = pp, k,p € N*.

2 2
Réciproquement, si ko = pf3, k,p € N*, fo 3 <:B + m) = cos(ax 4 2p7) + cos <x + pﬂﬂ)
e Q@

= cos(ax) + cos(fBx + 2km) = cos(ax) + cos(fz) = fo 5(x)

2 2km
T — “pT 7 est une période de f, g.
«a

On a bien I'équivalence demandée.

2. Comme on vient de le voir, dans le cas qui nous intéresse : T, g = pT,, = kT}3.

3. foz,ﬁ fa+f57 d’ou agz —Q f /82fﬁ

Ce qui donne : f 5+ 0P fop=—02fo— B2 fs+a’fo+a’f5 = (® — 3?) f3.

On dérive 2 fois la relation précédente et on obtient, en utilisant une deuxiéme fois cette relation :
fo(l% + a2 "= (a2 — 32 = —B (a® — 3?) f5 = — 32 (/1/”6 — 0232 fap
Ce qui donne : fai% (a + 52) 5+ a?BFfap =0 (E)

. On appelle g, et gg les apphcatlons »x — sinax et x — sin fx.

L’équation différentielle étant linéaire, la question posée revient & montrer que fo, fg, 9o, 98
vérifient (E).

fu €t go vérifient v = —a2y et aussi y» = aly,
don : y@ + (a2 +ﬂ2) ' + 23y = (a4 — a2 (az +52) + a252) y=0.
fs et gp vérifient y” = —32y et aussi y*) = By,

dou : y* )—i-(a +ﬂ2)y +a?B%y = (ﬂ4 62(04 —1—52)—1-04262)3;:0.
Les quatre fonctions vérifient bien (E).

. et @ étant non nuls, il suffit de montrer que la famille {f., f3, ga, gg} est libre.

On écrit : afy + bf3 + cga + dgg = 0, qu’on dérive successivement 3 fois :

—aage — bBgg + cafa +dBfz =0,
—CLOéQfa - b52fﬁ - CQQQQ - d,82gﬁ = 0, et enfin :
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ac’ge +bB3g — caP fo — d3 f3 = 0.
La premiére et la troisiéme relation, appliquées en 0, donnent : a +b = 0 et —ac® — b3% =0
d’ott on tire facilement : @ = b= 0 car o # 32, car «a et 3 sont strictement positifs et distincts.
La deuxiéme et la quatriéme relation, appliquées en 0, donnent : ca + df =0 et —ca® — dB% =0
d’oti on tire facilement : ¢ = d = 0 car o382 # a3, car o et 3 sont strictement positifs et distincts.
La famille {fa, f3, ga, g} est libre, c’est une base de 'ensemble des solutions de (£).
IIT Etude de f1,
2
1. f est de période 47, paire. Une étude sur [0, 27| suffit donc. On compléte par symétrie par rapport
a Oy.
x x x
2. fl(x) = —%sin§ —sinz = —%Sin§ (1 —I—4COS§>.

1
f(x) = 0 sur [0,27], pour z = 0, x = 27 et k9 = 2 Arccos <—4>, qui est la seule valeur qui annule

1
1+ 4cos§ sur U'intervalle ; la solution générale est : +2 Arccos (—) .
[47]

T 0 o 27
0
0

On obtient le tableau de variation suivant : fl(z) |0 — 0

+
fl) 12 N\ flwo) /

1 1 1 1
f(xo) = cos Arccos (4) +cos (2 Arccos (4) = cos Arccos (4) +2cos? Arccos <4> -1

1 1 9
= — 7—1 = ——.

. On coupe la courbe selon une droite horizontale.

Pour ¢ > 2, on n’a pas de solution ;
pour ¢ €]0,2], il y a une solution unique;

9
pour ¢ € ] 3 0] , on a 2 solutions distinctes;

9 . . .
pour ¢ = —3 il y a une solution unique;
9 .
et pour ¢ < —3 on n’a pas de solution.

f(x) = cos T 4 cosz =2cos? + Cosg —1=2X?%+ X — 1. On cherchera donc les solutions d'une

équation de second degré, puis les solutions correspondantes en x sur [0, 27].

1
¢ = —1 correspond & 2X2 4+ X =0, c’est a dire X =0 ou X = —5

X =0 correspond a cosg =0 et donc z = 7.
1 4
X = —5 correspond & cosg =-3 et donc z = —.

3
1
¢ =0 correspond 4 2X?+ X —1 =0, c’est a dire X = -1 ou X = 3

x
X = —1 correspond & cos 5= —1 et donc x = 27.

1 1 2
X = — correspond & cosg =3 et donc = = g

L 2X2 4+ X —1=cs%écrit 2X2+ X — (1 +¢) =0.

T T 1

La somme des racines de cette équation du second degré est : cos ?1 + cos ?2 =5
) T x 1+¢
et leur produit est : cos ?1 cos ?2 =-—
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T
7. L’équation différentielle : 8y” + 5y = 3cos = — 3cosz, est linéaire du second ordre, a coefficients
constants et avec second membre. Le second membre est double.

Solution générale de I’équation homogéne associée.

5 1 /5 1 /5
w? = 3 et on a donc : y:ACOSQ\/;:U—{—BSinQ\/;:U.

Solution particuliére correspondant au second membre : 3 cos 5

x x
On la cherche sous la forme : y = acos 5 + bsin 5 ce qui donne :

—2a COS% — 2bsing + 5a cosg + 5bsing = 3cos g, a =1 et b =0 conviennent.

Solution particuliére correspondant au second membre : —3 cos x.

On la cherche sous la forme : y = acosx + bsinx, ce qui donne :

—8acosx — 8bsinx 4+ Hacosx + Hbsinx = —3 cosx, a = 1 et b = 0 conviennent.
Solution générale de I’équation avec second membre :

A 1\/3 + B 1\/g tcos 2 4
= COS — —XT S1n — —XT COS — COST.
y 2V 2 2V 2 2

Solution générale de I’équation avec second membre et conditions initiales.
Aeos & \/3 . B 1 \/3 oot
= —1/= in—4/= — :
Yy cos 54/ 5% sin. 54/ 5@ + cos o + cos avec
y(0) =2, donne A + 2 =2 et enfin : A =0.
1 /5
y'(0) = 0 donne 2\/;3 =0 et enfin : B = 0.
La solution est donc y = cos% +cosz = f(x).
8. Dans tous les cas, on pose : o? = > d’ou 8f" 4+ 5fng = (5 - 852) f
. ) p . - S a,f a3 — B>

1
6= 3 fournit 5 — 832 = 3 et correspond a la solution particuliére du premier second membre.

B =1 fournit 5 — 83% = —3 et correspond 4 la solution particuliére du second second membre.

On retrouve bien la solution demandée.

IV Etude d’une suite de fonctions

1. Up(z) = sin(x) Py(x) = sin(z) f1(z) = sinz cosz.

Ui(z) = sin (g) Py (z) = sin (g) f{a:)f% () = sin (%) cos(x) cos (%) = %sin(a:) cos(x).

1
On a bien : Uy = §U0.

1
2. Cela revient donc & montrer que : Vn € N,  Upy1 = §Un.
La question précédente nous a fourni la raison.

Up+1(x) = sin (;ﬁ) Poii(x) =sin (%) fﬁ ﬁ ffk () = sin (2:%) cos (%) ﬁ f%k (x)

k=0 k=0

1z T 1
= 5 sin (2—n> kfofi’“(x) = §Un(x)
On a bien le résultat demandé, la suite (u,(x)) est géométrique.

1 1
3. On a donc : Uy (x) = 2—nU0(J:) = —sinzcosz = sin (i) P,(z)

n on
sinx cosx sinx cos x
Dou, pour z €]0,7], Pu(z) = ——F~ — ————
2™ sin <—) e z
27’L
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sinz cos
. Pn(x) e |
n—oo €T x—0

n
Par ailleurs, P,(0) = H cos0=1 — 1

n—00
k=0

La limite de P, (z) pour n — oo est bien continue.

Un développement de cot ar

. Si ke N* alors fi(z) = coskz est 27 périodique, de méme que Fj(z).

Par ailleurs, fi et F} coincident sur [—7, 7], elles sont donc égales.
. ) 37
. f1 est de période 6, et fa est de période T
3 3
. Le probleme de continuité est en 7y, et, compte tenu de la périodicité, a étudier seulement en T,

a gauche et a droite.
lim F,(z) = F,(n) = fa(m) = cosam

T—T

lim+ Fy(x) = lirjn+ Fy(x) = Fo(—7) = fo(—m) = cos(—am) = cosar.

Tr—T

F est donc continue sur R.
Toujours par périodicité, le probléme de dérivabilité n’est & étudier qu’en .
Etude a gauche.
Fl, () = f3,() = f4(m) = ~asinar.
Etude a droite.
Fl (%) = Fl, () = fi,(~7) = f4(~7) = asinor.
Mais asinam # 0, donc Fy, n'est pas dérivable en 7oz

. Fo(m) = cosar = cos(Em + dr) = (—1)F cos dr avec d €]0,1].

1
Le signe de F, () dépend donc de la parité de E et de la position de d par rapport a 3

D’ou le tableau :

FE pair | F impair
delo,3[ | + -
de3.1] - +
d=1 0 0
Par ailleurs, Fy, (7) = —asinar = —asin(E7 +dr) = (=1)E*+asindr.

Mais ici, acsindm > 0, le signe de F&q(w) ne dépend que de E.
Si E est pair, F, (m) <0, et, si £ est impair, Iy, (m) > 0.
. F, est paire, donc : Vn € N*, b, () = 0.

1 [ sin am
ap(a) = / cosatdt = .
T Jo am

On travaille maintenant avec n € N*,

2 [T 1 (7 1
an(a) = = i cosatcosntdt = — ; cos(n+a)t+cos(n—a)tdt = =

™ ™ a—+n a—n

sin o 1 1 sinam 2«
=(—-1)" = (=1)" ==
an(@) = (1) T <a+n+an) (=1 T o —n?

QMQ+MW+$MQ—MF>

. . o
L. . sinam  sinam 2c
La série de Fourier de F, est donc : S (Fy) (x) = o + - g (—1)”m COS N

n=1
Par ailleurs, F,, est 27 périodique, continue et de classe C; par morceaux sur R, la série de Fourier
de F,, converge donc vers Fj.
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sin o 2c sin o 2(-1)"a  sin(fae —n 2
6. an(a) = (—1)n2R0T 22 m_2(=1)"a _ sin(a—n)m o
T a?2-—n (a—n)mr a+n (¢ =n)m a+n a-n
car chacun des facteurs tend vers 1.
5, Sin o 20
a2

Par ailleurs, a,(a) = (—1) — 0, car ce n’est pas alors une forme indéterminée.
a—k
k#n

7. De I’égalité entre F, et sa série de Fourier, on tire facilement :

sinar (1 > 2
Vo € [— = il I DV e .
r € [—m, 7|, cosazx (a + nE:1( ) cos n:c)

—_n2

o
T a? —n?

11 X 2
On applique ceci en x = 7, et comme sinaw # 0 : cot amr = — ( + Z 22)
T\ ‘f=af-n
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