I Premiere partie

1 -1 1
I-1 prenons par exemple A = ( 11 > et x = ( 0 >

I-2 Si A est a termes positifs et = aussi, Az aussi car les coefficients de Ax
sont des sommes de produits de termes positifs
Réciproquement, si Ae; est & termes positifs, la j¢™¢ colonne de A est
a termes positifs et ceci étant vrai pour toutes les colonnes, il en est de

méme pour A

I-3 Si A est a termes strictement positifs, et x & termes positifs, on sait déja
que Az est a termes positifs. Il suffit donc de montrer que si x est non
nul, les éléments de Az sont non nuls. Les coefficients de Ax sont des
sommes de produits de termes positifs dont I’'un au moins est non nul car
les termes de A sont non nuls et un au moins des termes de = est non
nul... On a bien Az > 0
Réciproquement, si Ae; est & termes stricement positifs, la j°™¢ colonne
de A est a termes strictement positifs et ceci étant vrai pour toutes les
colonnes, il en est de méme pour A

I-4

11 1 .
——yeees— |, T+ u, > 0 et a pour limite x quand

I-4.1 Soit u, = ( y— -
n'n n

n — 400

I-4.2 La limite d’une suite de nombres positifs étant positive (le ”stricte-
ment” de 1’énoncé est inutile...), la limite d’une suite de vecteurs
positifs est positive

1-4.3 Supposons que A ait un élément (au moins) strictement négatif a;;
Prenons z = (1,...,1,¢,1,...,1) avec t en j*™¢

i¢me glément de Az est ajq + -+ - + tajj + -+ ain

Cette quantité prend le signe de a;; quand ¢ — 400 et donc Az a

alors un élément strictement négatif, ce qui est impossible.

position, alors, le

Ceci prouve que A est a termes positifs

En prenant pour A la matrice identité qui vérifie la propriété donnée,,
on voit clairement que A n’est pas nécessairement a termes stricte-
ment positfs.

I-5.1 (1,1,1) est clairement propre pour la valeur propre A;

I-5.2 A est symétrique réelle, donc diagonalisable, les autres valeurs pro-
pres sont réelles. Cela revient donc & montrer que A; est une valeur
propre simple
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a— A b c at+b+c—A b c

b c— A a =la+b+c—A c— A a
a b— A\ at+b+c—A a b— A\
1 b c
=(a+b+c=N)|1 ¢c=X a
1 a b— A\
1 b c
=(a+b+c—=N)|0 c—=b—X a—c
0 a—b b—c— A\
c—b—\ a—c
=(atbre=N| ", b—c—A‘

=(a+b+c—N) ()\2 —(b—2¢)? —(a—c)(a—b))
=(a+b+c—X) (A — (a®+b*+ * —ab—ac — b))
On sait que les autres valeurs propres sont réelles donc
A2 — (a2+b2+02—ab—ac—bc) >0
D’autre part
0<a?+b>+c%—ab—ac—be
a? + b2+ —ab—ac—bc= (a+b+c)* — 3 (ab+ ac+ be)
<(a+b+c)
puisque a, b, ¢ sont positifs

Ce qui donne A2 < (a+b+¢)® = A2 et donc |A| < A; et cette
derniére est bien une valeur propre simple.

II Deuxieme partie

II-1

II-1.1

I1-1.2

On a x = Px + Qx et Px | Qz, par application du théoreme de
Pythagore :

Il = 1Pz ]* + (| Q|

Mais Pa = (x,z) z ce qui donne ||Pz|?* = (z,z)” car z est normé, et
enfin

lz)* = (z,2)* + | Q|

On a, par projection orthogonale sur un sous-espace de dimension
finie Pz = (z,2) z

APx = (x,2) Az = (x,2) rz

D’autre part, PAz = (Ax, z) z, mais x = Pz + Qz et (Qz,z) =0
Dot PAx = (APz,z)z+ (AQx, 2) 2

Mais (AQz, z) = (Qz, Az) car A est symétrique
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(AQz,z) = (Qx,rz) =r{(Qz,2) =0

Dot PAx = ((x,2)rz,2)z = (x,2)r (2,2) 2 = (x,2) rz = APz
Pour l'autre relation,

AQx = Ax — APx = Az — PAx = (I, — P) Ax = QAx

I1-1.3 On applique la premiere relation a Ax
1A2]|* = |PAz|* + | QA=|* = ||(z, =) rz|* + | AQu||?
= (2,2)"r? + [|AQw||* = r? | Px|* + || AQ|”

II-1.4 A est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonor-
male de veceurs propres ui,us,...,u, correspondants aux valeurs
propres de ’énoncé (u; = z)

Qr = (z,u) us + (x,uz) ug + - - + (T, Un) up,

1Qx* = (&, uz)® + (x,ug)? + - -+ + (2, un)”

AQx = (x,us) Aaus + (x,uz) Asug + - - + (T, un) Apun
1AQz|* = (@, ua)® A3 + (w,ua)* A + - + (@, un)* 22
[AQz|” < 52 ((x,uz)Q +(mug) -t (x,un)Q) = 2 ||Qz|?

11-2
II-2.1 II suffit de montrer que t; = z et la récurrence est ensuite immédiate
Az rz rz
t1 = = = — =z car r > 0 (les valeurs propres sont non
Azl Azl |7

nulles puisque A est inversible)

I1-2.2 On aty > 0, il suffit de montrer que t; > 0 et la récurrence est ensuite
immeédiate pour montrer que t; > 0
Ato

t1 = At mais ||Atg|| > 0 et Aty est & éléments strictement positifs
0

D’autre part, il faut montrer que pour k > 0, ty = 2z = tp_1 = z ce
qui nous ramenera a tg = z qui est faux.

Aty— to—
ty =2z = okl z et donc kTl A71z mais z est propre
([ At ]| !Atk—ll\
pour A~! pour la valeur propre —
r
Donc tr—1 = az mais en passant aux normes |a| = 1 et comme

tk—1 > 0, ty—_1 = z ce qui est impossible

I1I-2.3 Les vecteurs ty,z sont normés, (tx,z) est donc majoré par 1 par
application de I'inégalité de Cauchy-Schwartz

1
D’autre part, (tg, z) vaut T fois la somme des coefficients de z qui
n

sont positifs non tous nuls d’ou (g, z) > 0

La relation de récurrence démontrée ci-dessous prouve que tous les
(tg,z) >0
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11-2.4

Montrons maintenant cette relation, (qui n’utilise pas la propriété
précédente) :

Aty 1

(e 2) = < > =L anz)
TAn ") = TAw]

Mais ty = Ptk + Qty,

1
¢ APty
(he1,7) = [ (APH ) + i

(AQty, z)

1
tk 1,2) = —<APtka > (Q tka >
2 = g | ]
et Pty = (ti, 2) z donc APty = (ty,z)rz
et d’autre part (QAty,z) =0

(tg, z)r r
(tht1,2) = T (2, 2) = 7 (tks 2)
" [ At|| (| At |l

En utilisant la premiere question,

1Az|* = 7% || Pz|* + || AQw|”
<r? || Pz|® + 5 | Qx|
<P’ + 7% Qx| = r? ||

Ce qui donne ||Atg||* < r2, car tj, est normé, et donc, les nombres

étant positifs > 1 et enfin, la suite ({t, z)) est croissante et

.
| At |

comme elle est majorée, elle converge.

Comme (tg, z) # 0, la limite est non nulle

r
et donc la limite de ——— existe et vaut 1, ce qu’on montre facilement

[| At || .
en passant a la limite dans (tha1, 2) __r
(t,2) || At
QAt HQAtkH HAthH 2”th”2
Qers = ot |Qtis |* = -

en utilisant encore la premiere question
Q|
I\At I
D’autre part, en utilisant toujours la premiére question,
[t6]® = (tr, 2)° + |Qt1]|* = 1 ce qui donne

Q" = 1 = (t, 2)* et |Qthral|* = 1 = (tr4a, 2)”
En utilisant I'inégalité du début de la question :

1—wwf<(ﬁ%5f(rwmm@ﬁ

|| Atk || tend vers r quand k — 400 et donc HAif H tend vers > < 1 ce
k r

qui prouve que la suite (||Qtx||) tend vers 0 (la série converge...) et
donc Qty tend vers le vecteur nul.

Ce qui donne enfin : ||Qtx41]| <
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Comme [|Qtx|* = 1 — (ty, 2)*, on obtient (t,2)? qui tend vers 1 et
donc (tg, z), qui est positif, tend vers 1 aussi

Par simple carré scalaire, ||ty — z||> = ||te]l® + ||2]|* — 2 (&, 2) tend
donc aussi vers 0 et ainsi, t; — z tend vers le vecteur nul. Ce qui
donne enfin t; tend vers z quand k — +oo

I1-2.5 (tgt1,tk) = (Ptot1 + Qtpyr, Pty + Qty)
qu’on va développer en utilisant { Pu, Qu) = 0 pour tous les vecteurs

u et v

(tha1s te) = (Ptryr, Ptr) + (Qtr41, Qty) +0+0
(trr1stk) = ({tht1, 2) 2, (te, 2) 2) + (Qlit1, Qt)
(trt1: k) = (tr k1, 2 z) (tk, 2) + (Qtp+1, Q)
(tht1,te) = HAtkH (tr, 2)° + (Qtrs1, Qt)
(th1,tk) = [Ptil|® + (Qthsr, Qtr)

HAt [
2
(b1, t6) = e (1= Q0N + Qs Qta)

I1-3

e Initialisation

La matrice A est connue
At

1
On fixe un vecteur t :== — (1,1,...,1) et u 1= ——
[|At]]

NG

On fixe une erreur tolérée de € > 0
On s’arrange pour que les calculs se fassent en ”virgule flottante”

e Boucle
N s < s . M At_
Tant que le test d’arrét n’est pas réalisé, on fait ¢ := u puis u := [lAL||
o Test d’arrét

On choisit par exemple ||u—t|| < & ce qui ne garantit rien si la
convergence est tres lente...

Ce ne devrait pas étre le, cas compte tenu de la majoration par une
série géométrique géométrique de ||Qtx|| .. qui entraine sa convergence
rapide vers 0

o Résultat
Une valeur approché de z est u et une valeur approchée de r est || At||
On prend les dernieéres valeurs trouvées
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