
SESSION 2001 

CONCOURS COMMUNS ?OLYTECHWIQUES 

ÉPREUVE ~PÉ~IFI~UJE - FILIÈRE TSI 

MATHÉMATIQUES 1 

DURÉE : 4 heures 

TSI004 

L’usage des calculatrices programmables et alphanumériques est autorisé sous réserve des 
dispositions définies dans la circulaire no 99-186 du 16.11.99. 

Il est rappelé aux candidats qu’il sera tenu compte de la présentation et de la rédaction des copies. 

Dans tout le problème, a désigne un réel de l’intervalle 10; l[. Lorsque cela a un sens, on pose 

COS x 1 cotx=-=- 
sin x tanx * 

Préliminaires 

1 : Soitf la fonction 2n-périodique qui coïncide sur 1-7~; z] avec x H COS(~ x). Montrer qu’elle est 

développable en série de Fourier, puis donner son développement (on pourra linéariser le produit 
cospcosq). 

2 : En considérant f(z), montrer que la série 2 
1 

k=, k2 -a’ 
converge, et que : 

+- 

c 
1 1 

=--%ot(an). 
k=, k2-a2 2a2 2a 

Pourtant, à l’instruction : 
sum(ll(kA2-aA2),k=l..infinity). 

Le logiciel de calcul formel MAPLE retourne la formule apparemment compliquée : 

$JY(l+a)-Y(l-a)). 

Seules des options spécifiques de MAPLE permettraient de transformer cette formule. On 
observe des phénomènes analogues sur MATHEMATICA. 

L’objet de ce problème est d’éclaircir ce comportement inattendu. Après l’étude d’un endomorphisme 
sur l’espace des suites, la fonction Y est définie en partie II. Les parties 1, II et III sont 
indépendantes. 

Tournez la page S.V.P. 
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1 L’ouérateur différence A 

On désigne par E le R-espace vectoriel des suites réelles indexées par N*. On notera u, le terme 

général d’une suite u = (un).>, de E. A toute suite u de E, on associe la suite A(U) définie par : 

Vn 2 1, [A(U)]~= un+] - u,, . 

Par exemple, pour la suite arithmétique (A,),,, = (n),, , on a [A(A)].= A,,+] - A, = (n + l)- II = 1. 

La suite A( A) est ici la suite constante de valeur 1. 

1 : Un autre exemple : On définit la suite dite harmonique H par H, = 2: pour tout y1 2 1. 
k=I 

Déterminer A(H) . 

2 : a) Montrer que A définit un endomorphisme de E. 
b) Soient u une suite de E et a un réel. Montrer qu’il existe une unique suite U de E satisfaisant 

A(U)=uetUt=a 

et donner une expression de U,, en fonction de a et de termes successifs de la suite u. 

c) En utilisant ce résultat, préciser ce que sont respectivement Im( A ) et Ker( A ), et en déduire 
que la dimension de E est infinie. 

3 : Soient u et v deux suites de E. Montrer la formule, dite de sommation par parties, valable pour 
tous p et 4 dans N* avec 4 > p : 

z&g, vk = [uqvq - upvp]- &+,[A(v)Ix . 
k=p k=p 

4 : Application : Calculer la somme c H, en fonction de n et de H, pour n 2 2. 
k=l 

II Les fonctions r et Y d’Euler 

1 : Justifier que T(X) = jO* e+Pdt existe et que T(X) > 0 pour tout x > 0 . 

2 : Montrer, à l’aide d’une intégration par parties, la relation valable pour tout réel x > 0 : 
r(x + 1) = s(x). 

En déduire que I’(n) = (n - 1) ! pour tout n E N*. 

3:a)Soientaetbdeuxréelsavec O<a<b,et t>O. 

Déterminer max ( ta-’ , tb-‘) selon la valeur de t. Montrer que, pour tout t > 0 et tout x E [a; b] : 

0 I tX-* I max(P-l,tb-l). 

b) En déduire que r est de classe C2, d’abord sur tout segment [a; b] , puis sur RT, et donner les 

expressions intégrales de r’ et Y’ . 
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r’(x) 
4 : On pose Y(x) = - 

r(x) 
pour tout x > 0. Vérifier que, pour tout x > 0 : 

ln(T(x + 1)) - ln(J?(x)) = In x . 

Quelle relation différentielle très simple relie les applications In(r) et Y sur IL?.: ? En déduire 

que, pour tout x > 0 : 

Y(x+l)-Y(x)=?. 

Déterminer alors A((Y(n +(Y))~>,) et A((Y(n - (Y)),~,). 

III Formule des comdéments 

1 : Montrer que pour tout x E I@l[, l’intégrale Z(x) = f tan2”-’ 13d6 converge. On admet que sa 

valeur est 
n 

2sin(7r x)’ 
2x-l 

2 : Soit x donné dans ]O;l[. On définit la fonction de deux variables I&v)= f 
(1 

e-(U2+V2) où 

(u, v) appartient au quart de plan u > Oet v > 0. On pose : F(a,b) = IIc(a,6)h(u, v)dudv et 

l 0 < a < b et C(a,b) est le carré limité par les quatre droites d’équations cartésiennes : u = a , 

u=b, v=a et v=b. 

0 lcp et O<cp<$ et S(p,rp) est 1 e secteur du quart de plan supérieur droit bordé 

extérieurement par les deux cercles centrés en 0 et de rayons respectifs -k et p , et les deux 
P 

lr 
droites passant par 0 et d’angles polaires respectifs q et 2 - q . 

Faire un dessin de C, puis un dessin de S dans un plan rapporté à un repère orthonormé. 

3 : Transformer G(p,cp) en utilisant les coordonnées polaires. En déduire j\l (lim G(p, q)) . 
V+O 

4 : Montrer que : Inn(F(p31,~)i=tr(x)r(~-x)=~~~[rUF(s,p]) (on pourra poser 

/l= u* et V= v’). 

Tournez la page S.V.P. 



5 : Soit p donné, p > 0. Justifier les inclusions : {--&,-J)cS(p,q)c C[y,p) pour cp 

suffisamment petit (on s’aidera d’un dessin). Quelles inégalités en résultent pour les intégrales 

F - - 

6 : En déduire la formule, dite des compléments, valable pour tout x E @;l[ : 

wr(1- 4 = sin; x) * 

Conclusion 

1 : Montrer que pour tout x E #I;l[ : 
Y(l-x)-Y(x)=Kcot(n x). 

2 : a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : X2 y a2 . 

b) Montrer que, pour tout n 2 1 : 
n 

c 
1 

=‘(Y(l+a)-Y(l-a))+&(Y(n+l-a)-Y(n+l+a)). 
k=,k2-a2 2x 

3 : a) Montrer que Y est croissante sur RT (on utilisera l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour les 
intégrales en reprenant les expressions de r’ et r” calculées en II). 

b) En déduire que, pour tout n 2 1 : 

O<Y(n+l+a)-Y(n+l-a)<ul(n+z)-Y(+$+:. 

4 : Conclure. 

Fin de l’énoncé 


