Préliminaires

1: f est 2m-périodique, paire, continue (car paire), et de classe C I par morceaux.
Par le théoreme de Dirichlet, elle est développable en série de Fourier, égale
a la somme de sa série de Fourier.
Comme elle est paire, les b,, sont nuls pour n € N*

sin(am)

1 x
= — d =
ap = — Jo cos(ax)dz —

2
Pour n € N*, o, = = [ cos(ax) cos(na)dx
T
1

= - Sy cos ((a+n) x) + cos (( — n) x) dz

1\ sin(am) sin(am) oy 2asin(am)
=(-1) <(a+n)ﬂ+(a_n)ﬂ> (-1)

a €10, 1], les cos s’intégrent bien de cette fagon

(a2 =n?)m

. oo oS
On a donc | f(z) = Smciiﬂ) 21 (- (;251_% cos(nz) pour z € R
sin(am)

2: On applique ceci en 7 en divisant par

et en utilisant cos(nm) = (—1)"

1  tx 2c
D’ou mcot (am) = — + —_—
() a nzl (a2 — n?)
Ce qui donne enfin : | 5% — L - I cot (am)
n: —_— = — — am
e qui donne en o 22 2 co

Ce qui prouve en passant que la série converge !...

I L’opérateur différence A

1
1: [A(H)] =H,.1—H,= ——
[A(H)],, +1 i
. 1
A (H) est la suite <—>
n+1 n>1
2:

a) L’image d’une suite indexées par N* est clairement une suite indexée
par N*
Reste & montrer que A est linéaire.
[A (Au+ po)], = ANu+po),  — A+ po),
= Mlpt1 + (WUnt1 — Aup — v, = A[A (U)]n + p[A (v)]

n
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b) On a donc U,y1 = U, + u, et Uy = a, on reconnait une suite
récurrente linéaire. Les Uy sont déterminés de fagon unique par
-1

n
récurrence. Ceci nous donne, |Uy =a, U, =a+ Y uy
k=1

c¢) Ce qu’on vient de faire prouve que 'image de A est E tout entier et
que le noyau de A ne contient qu’une suite qui est nécessairement la
suite nulle puisque A est linéaire.

qg—1 qg—1 qg—1 qg—1
Y [AW)] vk = DD Ukp1Uk — URUE = D Uk41Vk — P UkUk
k=p k=p k=p k=p
qg—1 q—2
= Up41Vk — 9. Ugt1Ukt1 en réindexant la deuxiéme somme.
k=p k=p—1
qg—1 qg—1

A (W) ve = D kg1 (Ve — V1) — UpVp + uguy en rajoutant ces ter-
k=p k=p
mes pour compenser les différences d’indices au début et a la fin.

q—1 q—1
On a bien : 3 [A (u)], vk = [uqvg — Upvp] — D Upt1 (Vet1 — Vi)
k=p k=p

et enfin t | 5 [A ()] = gty = uyty] = T v [A )

: On prend, p =1, ¢ = n, uy, = k et vy, = Hy, et on obtient, en utilisant

A =—"

[ (U)]k k/’+1

n—1 n—lk 1

> Hp=nH,— H — L:an—n
k=1 =1 k+1

Les fonctions I' et ¥ d’Euler

: D(z) = O+°O e~ e Lat

La fonction qu’on integre est continue donc localement intégrable sur
10, +00[, elle est positive non identiquement nulle, et l'intégrale, si elle
converge sera strictement positive.

Il y a un probleme de convergence de I'intégrale en 0 et en 400

1
EnQ: e t* 1 ~ e dont l'intégrale ne converge que si 1 —z < 1 ou
encore x > 0
En 400 : e ¢! tend vers 0 et donc e 11 est positive, négligeable
devant e~ % dont I’intégrale converge.
L’intégrale ne converge donc que pour z > 0 et elle est alors strictement
positive.
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2: Tz +1)= [, e tt®dt

On choisit de dériver t* et d’intégrer e~t. Le probleme est de savoir si
—e tt* g une limite finie en 0 et en +00. Ces deux limites existent et sont
nulles.

Comme 'intégrale converge, 'intégration par parties est possible et est de
crochet nul.

On obtient immédiatement : [T (z + 1) = — (— O+°O e_txtz_ldt) =2l (z)

ra = f0+oo e~tdt =1 = 0! et la relation de récurrence donne également
I' (n) = (n — 1)! par récurrence immédiate !

a) Comme a < b, |pour t € ]0, 1], max (t“_l, tb_l) = ¢o1

et |pour ¢t > 1, max (t“_l,tb_l) = ¢b-1

D’autre part, t*~! est positive, monotone en x, décroissant ou crois-
sant selon la valeur de ¢

Enfin : |0 < ¢*7! < max (t¢71,¢71)

b) Cette question est trés longue, ce qui explique qu’on va la rédiger de
fagon succinte. On va d’abord travailler pour z € [a, b]

e Appelons f (z,t) = e "* 1 | f (2,t)| < e7!max (t*~1,¢*~1) pos-
itive et indépendant de x

f0+oo e~ ! max (t“_l,tb_l) dt converge car elle converge en 0, y
étant équivalent & e '~ et en +oo car elle y est équivalente &

e_ttb_l
Ceci prouve que I' est continue sur [a, b]
of
L (z,t) =e 1t nt
* 5 (z,t)=¢e n
0

3 (x,t)‘ < e 'max (t*71,t*71) |Int| positive et indépendant
x

de x
f0+oo e~'max (t*~1,¢*=1) [In¢|dt converge en 0 et en +oo

— en0: e fmax (¢t #*71) Int| = et~ |Int| = e71t/2 |Int| e

1
et |Int| tend vers 0 et I'intégrale de A=ayz
— en+o0: e"fmax (¢t *71) Int| = e H07 ! Int| = et/ 2e7t/2¢b" 1 |Int|

e~ t/2t*=1|Int| tend vers 0 et I'intégrale de e~*/? converge

converge

Ce qui prouve que I' est de classe C! sur [a,b] et TV (z) =
[.7% etV ntdt
82

o a—x{ (z,t) = e {t* 1 In?t
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82

‘G—J; (, t)‘ < e tmax (t“_l, tb_l) In’ ¢ positive et indépendant
i

de x

f0+oo e~*max (21, #*~1) In® tdt converge en 0 et en +0o

—en0: e 'max (t*71, P71 In?t =e tte1In?¢t = e~ tt*/2 In¢
tl—a/2

e 12 1n%t tend vers 0 et I'intégrale de A= converge

72
— en+o0: e max (t*71, P71 In?t = e td1In?t = e~ t/2e=t/2¢0-11n? ¢
e t/2t>=11n? ¢ tend vers 0 et I'intégrale de e /2 converge

Ce qui prouve que I' est de classe C? sur [a,b] et T” (z) =
Jo7 et In? tdt

I (z) = [, e~t*~ Intdt

U

e Enfin, ‘ T est de classe C2 sur ]0, +-o0

et [T (z) = f0+oo e tt* 1 In® tdt

4: |In(T(x+1)) —In(T (z)) =In (F(;(i—;l)> =1In(z)
¥ (@) = o Con ¥ (2) = (T (2))

1
On dérive la premiére relation, ce qui donne | ¥ (x +1) — ¥ () = —
x

A((\I/(n+a))n>1)k:\I/(k+1+a)—\ll(k+a): e

1
La suite A ((\II (n+ a))n>1) est la suite ( >
- n+a n=1

=

A((\I/(n—a))n>1)k:\I/(k:—i—l—a)—\ll(k—a):k_a

1
La suite A ((\II (n— a))n>1) est la suite ( >
z n—a/,s,

III Formule des compléments

T
1: tan?*~1 0 est continue, positive sur }0, 5 [, le probléeme est un probleme

™
de convergence de 'intégrale en 0 et en 5

een 0: tan?*719 ~ ¢%*-1 = - dont Uintégrale converge si et
— 4T

seulement si 1 — 2z < 1, c’est a dire z > 0
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™
o eng: tan?*1 g ~ T EeT dont I'intégrale converge si et seule-
(5-)
2

ment si 2z — 1 < 1, c’est a dire x < 1

I (x) converge si et seulement si = € 10, 1]

2: Voila les deux figures demandées, données sans commentaires particuliers

Up P

O (a,) S (p, ¢)

v\ 2z—1 (402
3: G(Pa@):ffS(p,p) (a) € ( " )dUdU

On pose u = rsinf et v = rcosf, dudv = rdrdf et le nouveau domaine

2~ ‘P}
DouG (p, ) = f; ffﬂp tan2*=1 e~ rdrdo = fg e rdrxff_w tan2*=1 040

qui est le produit de 2 intégrales simples

1
devient : 1 € [—,p] et 0 € [(p, T
p

On reconnait 'opposé de la moitié de la dérivée de e~ dans la premiere
intégrale et on obtient :

G(p, ) = % (6_1/’32 — e‘pZ) ffﬂp tan®*~1 6do

™

1
Donc, quand ¢ — 0, G (p, ) — = (e‘l/p2 — e‘pZ) -
2 2sinmx

™ ™

1
De plus, quand p — +oo, = (6_1/’32 - e_PZ) - — —
2 2sinmx 4sinmx

™

Finalement | lim (hm G (p, cp)>
p——+oo \ p—0

4sinmx

) (%) o e~ (W +%) gudy

4: F (%%) ZHC(ﬁ,%
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P P
2 2 . . .

[ v lemy e~ " dudv car le domaine est ici un rectangle

—= J —= 2z—1

V2 pV2 u

1 14 - 2 £ 2
F <—, —> = f“f v2rlemv dUXf\{E ——e “ du qui est le produit
pV2 V2 "V e u?rl
de 2 intégrales simples

2

On pose t = v? dans la premicre et t = u? dans la seconde

1 p 1 .22 1 .22
Fl—=,—=|=5/2 t" tetdt x = [T t7"e"dt
(p\/i \/§> 2f# 2f#
= lfé t*=letdt x fé th=o)=le=tqy
457 e

Quand p — +o0, f%tc”l “tdt - T (z etht(l o) =le=tdt - T (1 —x)

car ce sont des 1ntegrales convergentes en 0 et en +o0o

1 P 1
Finalement | lim (| F | ——, — =-T'(x)'(l—=
p~+oo< (,)ﬂ ﬁ)) i @ra-a)
F(Smgo >

2x—1
v (2 2
( ) e (u?+v )dudv
2z—1 —’U —u? : L
fﬂw fﬂw v 527¢ dudwv car le domaine est ici un rectangle
fppr

P sin ¢ p

,p) = sin e v2ele=v" gy x fﬂw e du qui est le produit

u2z—1
de 2 intégrales smlples

On pose t = v? dans la premicre et t = u? dans la seconde

sin L op? 1t Lop? (I—z)—1,—t
F{——p) =75 sne\2t"" dt X = [rsme\2 " eT0dL
( P p> 2 f( pw) 2 f( Pw)

sin

1 2 2
Quand ¢ — 0, F ,p> -1 Jo e tdt x [ 0" e~tdL car ce

sont des intégrales convergentes en 0

1 4o o0 1
Quand p — +0o0, i f0+ tz—le—tdtxfo‘f‘ td—z)=lg—t gy ZF ()T (1 —x)

car ce sont des intégrales convergentes en +oco

Finalement | lim (hm F (w, p>> =-T(x)T(1-2)
p

p—-+oo

: Voici la figure demandée avec ¢ assez petit, on voit bien 'inclusion des do-
maines. Si p n’est pas assez petit, alors le petit carré n’est pas entiereemnt
inclus dans le secteur de couronne circulaire...

Deux sommets du petit carré sont bien sur les arcs de cercle, a cause de

1 P
2 2 et 7? 2

pV2 V2
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Deux ”sommets” du secteur de couronne sont bien sur les cotés su grand

carré, a cause de ”
P

sing,,

sin , pi|

p

Ici [a, b] = [p%,\%} et [a/,b] = [

Comme la fonction qu’on intégre est positive, l’inclusion des domaines
donne des inégalités sur les intégrales dans le méme sens
sin ¢
P

() o

Pour ¢ assez petit
6: On passe a la limite quand ¢ — 0 puis quand p — 400 et on obtient

1
< T @)T(1-2)
s
pour x € 10, 1]

1

-T I'l—2)<

(@) T x) 4sinmx
I I'l—2)=
(m) ( x) sinmwx

Ce qui donne enfin
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Conclusion

1: On prend le logarithme dans la formule des compléments
In(T'(z))+In(T'(l—-=2))=Inw—In(sinmz), qu'on dérive

U(z)—T(1l—2)= BT vest A dire

sin T

‘\Il(l—x)—\ll(x)zﬂ'cotﬂ'xpourx6]0,1[‘

2:
1 A B
a) Y- X —a + Xta (o # 0, on a deux pdles simples)
On calcule A en multipliant par X — « et en prenant X = « et B en
multipliant par X + « et en prenant X = —a«
1 1 1 1 1 1
A:— B:—— _ = — -
2aet 200 | X2 — a? 2a<X—a X+a>
n 1 1 2 1 1 1 n 1 n 1
b = - )= _
)kglk/’Q—aQ 2ak21<k:—a k:—i—a) 2a (kzlkr—a kzlkz—i—a)
qui ne pose pas de probléme car « € |0, 1]
1 n n
= 50 (Z (P(k+1l-a)—T(k—a))— > (\I/(k:—i—l—l—a)—\ll(k‘—i—a)))
k=1 k=1
en utilisant la deuxieme partie
1 n n n n
:—(Z \I/(k:—i—l—a)—Z\I/(k:—a)—Z\I/(k+1+a)+zlll(k+a)>
20 \5=1 k=1 k=1 k=1
1
:2—(\I/(n+1—a)—\IJ(l—a)—\Il(n+1+a)+\11(1+a))car1es
@
termes se simplifient 2 par 2
n 1 1 1
3:

T — I\IQ

a) 1l suffit de montrer que ¥’ est positive, c’est a dire que 2

est positive ou encore I'"? < I''T

2 2
(S et tinde) = (J;7° emt/2@=0/2 e t/24@=D/2 gt )
forme a laquelle on applique I’inégalite de Cauchy-Scwartz

2
(Jor™ et made) < 5 (/240 =0/2) dec [ (=202 ) di

2
( 0+°O e~ tt* lln tdt) < 0+°O e~ tT1dt x f0+oo e~tt*1n? tdt ce qui

est bien le résultat demandé
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b) U est donc croissante ¥ (n+1+4+a) — ¥ (n+1—a) > 0 et comme
a€]0,1]

Un+l+a)—¥(n+l1—-a)<¥(n+2)—T(n)
UV(n+l+a)-¥(n+1-a)< (Y (n+2)—¥(n+1)+(T(n+1)—¥(n))
Onabien|0< ¥ (n+14+a0)—¥(n+1-a)<¥(n+2)—T(n) < e +%

4: Onadonc¥(n+14a)—¥(n+1—a)— 0 quand n— +oco et enfin

too 1 1
k2 — a2 = % (P(1+a)—P(1—a))|ce qui est le résultat donné
par Maple

mOlptlca.tex - page 9



