PT 2016

Epreuve C Mathématiques

Partie I

1. On suppose ici b* — 4c > 0.

T_—b—i—\/b2—4c .  —b— Vb —4c
(a) e 2 2 2
r1+19 = —b TiT9 = C

(b) Soit f;:t+> e pourt € Reti=1,2.

fi est deux fois dérivable et

1) +ofl(t) +cfi(t) = (r}+br; +c)e"

car r; solution de 72 +br +c= 0.

Ainsi f;, pour i = 1,2, est bien solution de (€x) sur R.

(c) Soit y une solution de (£y) sur R. on a

W —my) =2y —ry) = ¥ =y —ray +riray
en utilisant I.1.(a)
= ¥+ +ey

Finalement, si y est une solution de () sur R alors

(y,—le)_TQ(y/—le):O

(d) Soit y une solution de (£y) sur R, de la question précédente, on en déduit que (y' — r1y)
est solution de 2’ — r9z = 0 sur R.

Ainsi, il existe Cy dans R telle que

VieR, (v —ry)(t) = Che™™?

De maniére analogue, on montre que (y' — ray) est solution de z’ — r;z = 0 sur R et donc
qu’il existe C; dans R telle que

Vvt eR, (v —roy)(t) = Cre™?

Finalement pour toute solution y de (€g) sur R, il existe C} et Cy telles que :

Vi€ R, y'(t) —roy(t) = Cre™* o/ (t) —ry(t) = Coe™




()

(f)

2. (a)
(b)

On prenant les expressions de la question précédente, on a pour y solution (€x) sur R :

Vvt eR, (v (t) —ryt) — (Y (t) — roy(t)) = Core™" — Coe™*
On a ainsi pour tout ¢t € R, (1o — r1)y(t) = Cye™" — Che™ .

Comme 79 — 71 # 0, on en déduit qu’il existe (A, p) des réels tels que y s’écrit :

Vt € R, y(t) = Xe™ + pe™*

On remarque que toute fonction y de la forme ci-dessus est solution de (€g). Donc les

solutions de (£p) sont les fonctions de la forme précédente.

i. Les solutions de 72 — 16 = 0 sont r; = 4 et ry = —4.

Donc les solutions de (€p) sont les fonctions :
Vt € R, y(t) = Ae' + pe™*

ou A et u sont des réels.

ii. Pour y solution de (€x), on a :
Vt € R, o/ (t) = 4 e* — dpe™
Les conditions initiales donnent alors le systeme :

{/\+u:2e

AN — 4y =0 = A=pu=ce

y(0) = 2e et 3/ (0) = 0. Cette solution est la fonction

Vt € R, y(t) = ettt 74t

On vient de montrer que I’équation (£y) admet une unique solution sur R qui vérifie

Soit (u,v) € A et (z,y) = h(u,v), on a :
y?—2x=—-u*<0

ainsi pour (u,v) € A, on a h(u,v) € D.

Soit (z,y) € D, résolvons

2

w? =2 —vy

h(u,v) = (z,y) < 92 RPN {v:y

Comme (z,y) est dans D, on a : 2x — y*> > 0. Ainsi on peut donc trouver au moins un
couple (u,v) solution.

Ce systeme admet une seule solution dans A puisqu’on cherche u > 0.

h est ainsi une application de A dans D tel que chaque élément (x,y) de D admet un
unique antécédent (u,v) = (\/2x — y2,y) dans A. Donc h est une bijection de A dans D
et

V(z,y) € D, h™'(z,y) = (v/2r — 2, y)



Les applications partielles de h sont

2 2 2 2
u + u +
hlzu—>( U,v) hg:v—>( U,v)

2 2

elles sont dérivables respectivement sur R™* et R et de dérivées continues (comme po-
lynomes). Donc h est de classe C! sur A.

Les applications partielles de h~! sont
x—>( 2m—y2,y)> v—>< 2m—y2,y)v>

elles sont dérivables respectivement sur {z € R|2z —y? > 0} et R et de dérivées continues
(comme polynomes). Donc h™! est de classe C! sur D.

On a donc bien montré que h est une bijection de A dans D de classe C! et donc la
réciproque est aussi de classe C*.

2
(c¢) Explicitons la dérivée partielle — a 'aide des dérivées partielles de ¢ :

ou?

du Bu  Or  ou By oz

(32_1/1_8_g0+u<8h1><82<p+8h2x 6290>:890 D

—_— 2_
u?  Ox ou  0x2  Ou  Oyox Ox o ox?’

On a donc bien montré que ¢ est solution de (E) sur D si, et seulement si, ¢ est solution

de (E') sur A.

De la question 1.1, on sait que les solutions de (E’) sont les fonctions :
(d) P(u,v) = Ci(v)e™ + Cy(v)e™

ou (' et (5 sont des applications définies, dérivables deux fois sur R.

Partie II
1. X et usont des réels avec p # 0 et A2 — pu < 0. Pour tout réel x, on a :

2+ = @+ N+ p— N\

1
_ 2 2
= (u—2X%) 1+u—>\2(x+)\)
On peut ainsi écrire 2% + 2A\z 4+ p = a(1 + B(z + \)?) avec
a=pu— N et 8= L
1
2. Le discriminant de 2% + 2\x + p est 4(\2 — ) < 0, donc f : z est

(22 + 2 x + p)ntt
continue sur R. De plus :

T dg

1
* fx) o iR f est positive sur R et l'intégrale de Riemann / g

1
+0o0

converge (2n 4+ 2 > 1). Donc l'intégrale () dx converge ;
1



dx

xr2n+2

1 —1
* flz) ~ —ns» J est positive sur R et I'intégrale de Riemann / converge
—00

rT——00 I

-1
(2n + 2 > 1). Donc 'intégrale / f(x)dx converge.

+o0
Donc l'intégrale f(z)dx converge.

On a, en utilisant la question II.1., pour a < b :

/b da _l/b da
o T2+ ), 1+ B8(z+ N2

1
OrB:M_/\2>Oainsi

b

’ d 1[1
/a m = a [ﬁ arctan (\/E<37 + )\>:|

a

b dx
Onaly= lim / —————, comme
(a,b)—+(—o0,+00) J, X2+ 2 x + 1

* lim arctan(\/g(a +A) = —g§
a——00

* lim arctan(y/B(b+ \)) = +Z

b—+o00 2

1
On en déduit que [y = ——=m.

ayVB

Finalement on a démontré que I, est une intégrale convergente pour tout entier naturel n,

et Ty = ———.
p— A?
3.0naA=0et p=1.
teo dr
(a) Pour n entier naturel non nul, I,, 1 = / —.
oo (22 T1)"

Pour a < b, on a par intégration par parties :

/b dx B T b+2 /b x? q

o ey Tl T @

/b dv b a +2n/b1+x2—1dx
o L+ (140 (1+a?)" o (14 a2)ntt

b b
dx b a dx
0= [ = e e 2 i

Il reste a calculer les limites :
b
d
(a,p)=(—o0400) J, (1 + x2)™

b
d
* lim / SR
(a)—+(—o0400) J, (1 + a2)nt!



a
lim — % =0
a—1>r—noo (1 + (12)n
I b
im ——— =
b—+o0 (1 + b2)”

* .
)

*

On obtient alors la relation pour tout entier n non nul :

_2n—1
2

[n [nfl

(b) I, étant l'intégrale d’une fonction continue strictement positive, I,, est non nul pour tout

entier naturel n.

A T’aide de la relation précédente, on peut écrire pour tout entier n non nul :

a 2k —1
glk = [

k=1
n—1 n—1 n
(Hh) I, - (H 1k> | E==52
k=1 k=1 k=1 Qk

[n__fi%—1%

On peut alors faire la transformation :

ﬁ(% —1) 12‘[ K
I, = k:ln Iy = nk::l o
[Tk (I]]zk)>

Finalement pour tout entier naturel n,

Avec la question I1.2. on peut écrire

_ (2n)!
Vn € N, In = Wﬂ'

Partie 111

Le discriminant de y? — y + x est 1 — 4x, comme |z| < 1/4, ce discriminant est positif et
les deux solutions de y? — y + x = 0 sont

_1+\/1—4x 1—+1—4x

t =
n B € Y2 5

La fonction f est définie sur £, =] — oo, —1/4].




Pour tout réel a,

3. = afa—1 —k+1
Ve - 1,1 1+2) =1+ 5 42 )"]:C'(O‘ 1)
k=1 ’
4. De la question précédente, pour tout z €| — 1/4,1/4[, on a :
+o00 k—1
CURER Y
Vicie=14 ) CUETT (L)
k=1 =0
On peut alors en déduire le développement en série entiere de f sur Dg =] — 1/4,1/4[ par

+o0
flz) = Z Spx™ avec
n=0

B Lo (=DM

5. Soient Y a,z™ et Y b,x"™ deux séries entieres de rayon de convergence respectifs R, et Ry,.

La série produit de Cauchy de ces deux séries est la série entiere ) c,x" avec ¢, =
n

Z agb,_r. Le rayon de convergence de la série produit R est supérieur a inf(R,, Rp).
k=0

6. On utilisera la question II1.1 (plutot que la I1.11).

Pour tout = € Dg, f2(z) + 2 = f(x). On a le développement en série enticre de f sur Dg. Par
produit de Cauchy, on a celui de f? et donc de g(x) = f*(z) + = sur au moins Dy :

flx)=g(x) = Z < SkSn_k> e

n=0

Par unicité du développement en série entiere, on peut en déduire que pour tout entier n > 2 :

Sn = i SkSnfk
k=0

n—1
On sait aussi que Sy = 0 donc pour n > 2, S, = Z iCn
k=1




7. On a en utilisant la question II1.4, pour n > 2 :

R NG L= I
Su = —§Tf{<§—Z)
1

- 2l 2 (2i=1)
=0
n—1
127 ,
i=1
12" (2n - 2)!
 2nl2n1(n —1)!
_ (2n—-2)!
~ nl(n—1)!

1 (2n—2
On a donc bien pour tout entier n > 2, S, = — < " | >
n\ n-—

2n — 2

8. Pour n > 2, la combinaison (
/rL —

) est un entier supérieur a 1. Donc pour tout n > 2,

o

S

La série harmonique diverge donc, par comparaison des séries a termes positifs, la série de
terme général S, diverge.

9(&) 01:1, 02:2
Pour n = 3, les mots de Dyck de longueur 6 sont

AAABBB; AABABB; AABBAB; ABAABB; ABABAB

et donc C5 = 5.

(b) On va faire ce dénombrement en deux temps :

* nombre de mots M de Dyck de longueur 2n et tel que pour tout h € [1,n—1], le

mot M tronqué a sa longueur 2Ah ne contienne jamais autant de A que de B. Ce
mot commence nécessairement par un A, fini par un B et entre ces deux lettres
se trouve un mot de Dyck de longueur 2(n — 1). Il y a donc C,,_; mots de Dyck
de cette forme;

nombre de mots M de Dyck de longueur 2n et tel que pour k € [1,n — 1] le
mot M tronqué a la longueur 2k contienne autant de A que de B et ce, pour la
premiere fois (c’est-a-dire que toute troncature de M de longueur 2h, h < k, ne
contient jamais autant de A que de B). D’apres le calcul précédent, il y a Cy_q
possibilités de mots pour les 2k premieres lettres ; la fin du mot est aussi un mot
de Dyck contenant 2(n — k) lettres donc il y a pour cette fin C,,_j possibilités
de mots. Finalement, il y a Cy_1C,,_x mots de Dyck de la forme cherchée.



En conclusion, un mot de Dyck de longueur 2n est soit de la premiere forme, soit de la
deuxieme en faisant varier k de 1 a n — 1 et donc, comme Cy =1 :

n—1 n
Co=D  Ci1Cni +Cno1 =Y  Cim1Cui
k=1 k=1

¢) Par récurrence forte montrons que pour tout entier n, C, = S, :
+
* pour n =0, Ch =1 et S; =1 (en utilisant 111.4) ;
* supposons que pour tout entier h < n, Cj, = S,41. On a alors

n+1

Cn-l—l = Z Ch—lon—f—l—h

h=1

Pour he [I,n+1],h<netn+1—h<ndou:

n+1

Cot1 = D SuSura—h = Suta
h=1

1
Donc pour tout entier n, C,, = S, 1. Il y a donc ] <2n> mots de Dyck de longueur
n n

2n.




