Corrigé de I’épreuve Math B, Banque PT 2013

Nathalie Planche

Partie I:

1.(a) La droite (OI) a pour équation y =0, la droite (OJ) a pour équation x =0, et la droite (1J) a pour équation
x+Yy—1=0, donc d’aprés la formule du cours donnant la distance d’un point a une droite du plan, si M est un point du

x+y—1]

NG

plan de coordonnées (x,y): d(M,(O)=|y|, d(M,(0J)) =|x|,d(M,(1J)) =
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1.(c) Nous allons réduire la forme quadratique de R? définie par q(x,y) = x2+y2+ 3 Xy

1

1 -

La matrice de cette forme quadratique dans la base (T,]) est A={ , 3
3 1

A Aricti w2 8 _ 4 2
Son polyndme caractéristique est P,(X) = X°=2X + 7 —\X—3 X— 3

Le spectre de A est Sp(A) = {% ; %} Déterminons les sous espaces propres associés a ces deux valeurs propres:

) ) 4 2 1 1
On obtient facilement Ker(A— ~ ) Vect{( )} , et Ker(A— N ): Vect{(— ; —)}
32 NERE 372 22

-1

S win

En posant P= ,onadonc A=PDP ! avec D=

Sl Sl
Nl"‘ﬁl

win ©

Soit (T,T) la base de R? telle que P soit la matrice de passage de (7,]) a (T,j)).

La matrice P étant orthogonale, la base (T, T) est orthonormée, et en utilisant les formules de changement de base:

1 -1
x\_ vz vz|(X - - 2 4, 2.,
(x)— 11 (Y),onalarelatlon.q(x,y)_x2+y2+3Xy_§X+§Y
vz V2
On peut donc dire que dans le repere (O,T,T);
s 22 2.5 1_ 4, 2,0 1
MXYV)e(C) & 3 X2+ §Y2- 220+ 2 =0 3(X _v_% vio L
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X'=X-—= L
En posant 2 , Ce qui revient a se placer dans le repére (2, 1,J),
Y'=Y
N . , _ 1 B B i Lo XIZ Y/2 B
ou Q est le point de coordonnées (X = W); Y =0), une équation réduite de (C) est donc + =1
2

=) (5s)

, de demi grand-axe L. (attention ici le grand axe est

23

On reconnait

1
2\/6

selon I’axe des ordonnées dans le nouveau repére)

1 1
La distance entre I’origine et I’'un des foyers est ¢ = 12 24 = % donc I’excentricité de cette ellipse est e =
2

N N
= [N
w o

,d’olle = 1
NG
1.(d)

La droite (O1) a pour équation y=0 dans le repére (O,T,7), donc, en utilisant les formules de changement de repére

2(

définies a la question précédente, dans le repere (Q, T J) la droite (O1) a pour équation X -Y '+ —

Déterminons I’intersection de la droite (Ol) et de I’ellipse (C):

{X’—Y'—Lzo Y'= X’+F Y'= X'+ﬁ Xl:ﬁ
22 & R 1 VAN ' o , 1
2AX 24127 = 1 36X +\/_EX +3=0 (6X +\/—§) =0 V=35
= L1
L’ellipse et la droite (Ol) ont donc un unique point d’intersection, le point M, de coordonnées , i\ﬁ
Taf2

Vérifions que la tangente a I’ellipse en ce point est bien la doite (Ol):

D’aprés le cours, on sait qu’au point M,, une équation de la tangente est :

( jx'+12( ) —1 o X'—Y'+—1 =0. Cest la droite (OI)
62

22

Nous avons donc prouvé que (C) est tangente a la droite (Ol).

Par symétrie du probléme par rapport & la 1° bissectrice (les réles de x et de y sont symétriques), on peut affirmer que

(C) est également tangente & la droite (OJ).
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—asin (0)

2.(a) La tangente a () au point P de parametre 0 est dirigée par le vecteur de coordonnees < beos(0)

> (car ce vecteur,

vecteur dérivé du vecteur position, est toujours non nul).

acos (t))

La droite (ON) est dirigée par le vecteur de coordonnées (bsin(t)

-asin () acos (t)
bcos(8)  bsin(t)

& loos(t-0)=0)

Ces deux droites sont paralléles < =0 < sin(6)sin(t)+cos(6)cos(t) =0 carab =0

2.(b) On suppose la condition cos(t—6) = 0 vérifiee.

—> —>
L’aire du triangle ONP est égale a la moitié de I’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs ON et OP,
c’est-a-dire:

Aire(triangle ONP) = %|Det((ﬁ,(ﬁ’)| = %|ab(sin(t)cos(6)fsin(e)cos(t))l = az—blsin(tfe)l

Orcos(t—0)=0 < IkeZ t—6= g+kn & |sin(t—0)[=1

Finalement, |Aire(triangle ONP) = %

2.(c) Ladroite A est tangente a ¢ si et seulement si il existe un point de ¢ appartenant a A tel que en ce point, le vecteur
tangent a € soit aussi un vecteur directeur de A.

Traduisons analytiquement cette condition:

(w)
(w)

—asin (w)
bcos(w)

. . .. {acos . . .
La droite A esttangenteas < I w e R, le point (bsin ) appartienne a ¢ et le vecteur ( ) dirige A
aacos(w)+ Bbsin(w)+y =0

< 3dweR, {BbCOS(W)*aOLSin(W)-I-O

Ce systéme d’inconnues (cos(w),sin(w)) est un systéme de Cramer car son déterminant est égal & —a2a2—b?B2+= 0, car
a=0,b=0, (a,B) = 0. En utilisant les formules de Cramer, on peut donc écrire:

-aay

cos(w) = 2%+ bIp?
-b

a2o’+ b2|32

Ladroite Aesttangenteae < IwelR,)
sin(w) =

-aay 2( -bBy )2_
A (a2a2+b2B2) + a2a2+b2|32 =1

&, alay?+b2p2y2= (a2a2+ bZBZ)Z
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& a2o?y24+bpy2= (a2a2+ bZBZ)Z
& (a%a2+ b2p2)(a2a?+b2p2—y2) =0
& a2a2+b?B2—y2=0 car a2a2+hb?B32=0

20y 2 2R2__ w2 —
{aa+b[3 ve=0 car a2a?+hb2p2= 0

vy=0

2202+ b2B2—y2=0
y#0

On a donc bien prouvé: [La droite A est tangente ae < {

2.(d) La droite (UV) a pour équation:

|x ~ 2acos (u) - acos(v) —acos (u) =0 < b(sin(v)—sin(u))x—a(cos(v)—cos(u))y+2absin(u—v)=0

y — 2bsin(u) bsin(v) — bsin(u)

o = b(sin(v)—sin(u))
Posons {B =-a(cos(v)—cos(u))
vy =2absin(u—v)

Nous allons alors utiliser le résultat établi a la question précédente:

204 2 2R2_ 2 —
La droite (UV) est tangente a I’ellipse ¢ @{3:(; b*p?—y2=0
a2b2(sin(v)—sin(u))?+ a2b2(cos(v)—cos(u))>—4a2b2sin2(u—v) =0
= .
2absin(u—v) =0
2—2cos(u—v)—4sin2(u—v)=0
u#mn+Vv[2nr]

i

cara=0,b=0,etu=v[2n] (U etV sont distincts)

¢

U= mn+v[2nr]

2cos?(u—v)—cos(u—v)—1=0

{
{
{ZCOSZ(U —v)—cos(u—v)-1=0
{

. 2 _ 1 .
U= T+ V[27] Or le polyndme 2X°—X -1 =0 admet 1 et > pour racines.
_ 1
{cos(u—v):l {COS(U—V)_—E
u = m+v[2nr] U= n+v[2r]

Le premier systeme n’a pas de solutions car u = v[2x] , on peut donc énoncer:

La droite (UV) est tangente a I’ellipse ¢ < cos(u—v) = -

N |-

2.(e) Notons a, b, c les parametres respectifs des points A, B, C sur I’ellipse ¢’.
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cos(a—b)=-

D’apres la question précédente, la condition (AB) et (AC) sont tangentes & ¢ se traduit par ( )
cos(a—c)=-

NI N~

Montrons que (BC) est tangente a g, ce qui revient a montrer que cos(b—c) =- %:

cos(b—c)=cos((b—a)+(a-c))=-cos(b—a)cos(a—c)—sin(b—a)sin(a—c)

Comme cos(a—b) =- l, il ya deux possibilités pour la valeur de sin(a-b): ﬂ ou —ﬁ, de méme pour sin(a—c)

2 2 2
G _ _1.3_ _13_1
Nous avons donc les deux possibilités suivantes: cos(b-c)= 2 + 1 =1lou cos(b—c)—Z— 1=

Le premier cas est impossible car on aurait b = c[2x], ce qui est exclu car les points B et C sont distincts.

Nous avons donc bien montré que \Ia droite(BC) est tangente a s.\

3.i. Si D est une droite du plan affine, si a est un réel non nul, on appelle affinité orthogonale de base D et de rapport o
I’application f qui a tout point M du plan associe le point M’ tel que p(WM’ = ocp(WM, ou p désigne la projection
orthogonale sur D.

3.ii. Remarque personnelle: ici il est difficile de savoir si I’énoncé attend seulement un

exemple de trois points M, P, Q (dessin ci-contre) vérifiant les hypothéses, ou s’il s’agit
d’esquisser le lieu des points M en prenant plusieurs exemples.

3.iii. . Si on note (t,0) les coordonnées du point P, (0,u) les coordonnées du point Q , S
alors la condition PQ = 8 se traduit par

2 2
t2+ u2 =64, c’est-a-dire (%) +(%) =1, donc il existe 6 réel tel que P(8cos(6),0) et Q(0,8sin(0))

—

Le point M(x,y) étant défini par la relation PM =

—>

x—8cos(t) = g(—8cos(t))
PQ,onadonc

y =3 (8sin(1))

oolw

X =5cos(t)
y = 3sin(t)’ <

R|. |IL’ensemble (&) cherché est donc une eIIipse\.

d’ou M:{
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Partie I1:
1.

e Intersection de P avec le plan d’équation x = 0:

. . . . x=0 x=0
Les points de cette intersection sont les points M(x,y,z) tels que {z —xz_yz © {z Ly C’est une pparabolé,

e Intersection de P avec le plan d’équation y = 0:

. . . . =0 =0
Les points de cette intersection sont les points M(x,y,z) tels que {Z —x2_y? o {g e C’est une parabolé,.

e Intersection de P avec le plan d’équation z=0:

z=0 {Z:O

. . . . z=0
Les points de cette intersection sont les points M(x,y,z) tels que {z — x2_y? & {x —y oul, _ y

C’est la|réunion de deux droites sécantes.

e Intersection de P avec le plan d’équation z=1:

. . . . z=1 z=0
Les points de cette intersection sont les points M(x,y,z) tels que {z — 2y & {x2y2 _1 C’est une jhyperbole|.

2. D’aprés le cours, on peut directement affirmer que |P est un paraboloide hyperbolique).

3. M, appartenant a P, on a la relation zo = X,>— Y,?

On cherche s’il existe un vecteur U non nul de coordonnées (a,b,c) tels que : VAR, le point Mg+ AU € P.
Cette derniere condition peut aussi s’écrire:

VAeR, Mo+ AT € P & VAR, (Xo+2a)’— (Yo+ Ab)*= 25+ Ac

& VAeR, 2%(a%- b?)+ 1 (2ax,-2by,—¢) =0
{aZbZ:O

< 2ax,—2by,—c=0
{a = b {a = —b

“ Je= 2(x0—Yo)a ol ¢ = 2(X+Yo)a

1 1
2N U’eVect{( 1 )} ou UeVect {( -1 >}
2(xo — Yo) 2(xo + Yo)

'y a donc [deux droites qui conviennent], ¢’est-a-dire qui passent par M, et sont incluses dans P,
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1 1
ce sont |les droites de vecteur directeur ( 1 ) et ( -1 )
2(xq — Yo) 2(xg +¥0)

4. Les deux droites trouvées ci-dessus sont orthogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux, ce
qui se traduit par la condition x,>—y,? = 0.

Ayant de plus la relation z, = xy2—Y,?, on peut affirmer que I’ensemble des points M, de P par lesquels passent deux

X0 X0
droites orthogonales et incluses dans P est {MO <x0> ,Xo € R}U{MO (—x0> ,Xo € R},
0 0

1 1
c¢’est-a-dire [la réunion des deux droites passant par I’origine et de vecteurs directeurs respectifs (1) et (—1)
0 0

X =
y::

Z:—Z

dirigée par T(1,0,0). On utilise alors la formule du cours donnant la distance d’un point & une droite de I’espace:

5. Une représentation paramétrique de la droite D est donc cette droite passe par le point A(0,0,— %) et est

85

%1l

Si M(x,y,z), alors d(M, D) =

2
, d’ou aprés calculs d(M,D) = (Z+ %) +y?

. . . S N 132
De la méme maniére la droite D’ passe par le point B(0,0,%) et est dirigée par J(0,1,0), donc d(M,D"’) = (Z* Z) +X?

L . 12 1\2
M(x,y,z) est équidistants des droites D et D’ < \/<Z+ Z) +y2=\/(z— Z) + X2

2 2
& (z+ %) +y2= (z— %) +x2 & z=x2—y2. |l s’agit du paraboloide hyperbolique P)

Partie 111:
1. Montrons que tr est une application linéaire. (c’est une propriété vue en cours gu’on nous demande de démontrer ici)

Soit A = (a;;)1sisn €t B = (b;;)1=isn deux matrices de M,(R), soit 1. eR.

1<js<n 1sjsn

n n n
tr(A+1B)= > (ai+Abi) = Y ai+1 > by =tr(A)+ Atr(B), ce qui prouve bien la linéarité de I’application "trace”

i=1 i=1 i=1

2. L’application tr est & valeurs dans R, donc Im(tr) est un sous espace vectoriel de R.

Il est donc de dimension 0 ou 1.
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Il ne peut pas étre de dimension O (car cela signifierait que toutes les matrices sont de trace nulle, ce qui est faux en
considérant par exemple la matrice identité), donc il est de dimension 1, ¢’est-a-dire Im(tr) = R| (ce qui traduit la
surjectivité de I’application tr)

D’aprés le théoréme du rang, dim (M, (R)) = dim(Ker(tr))+dim(Im(tr)), donc dim(Ker(tr)) = n2—1]

3. Montrons tout d’abord que Vect(ln) NKer(tr)={0} (O désignant ici la matrice nulle)
Il est clair que la matrice nulle appartient a al fois a Vect(ln) eta Ker(tr), montrons I’inclusion réciproque:

SoitA e Vect(ln)ﬂ Ker(tr), alors 3aeR, A= al,ettr(A)=0; ortr(A)=na, donccommen=0, o« =0et A= 0.

Nous avons bien montré que ’Vect(ln) NKer(tr)= {O}‘

De plus, nous avons la formule: dim(Vect(l,) +Ker(tr)) =dim(Vect(l,))+ dim(Ker(tr))-dim(Vect(l,) N Ker(tr))
= 1—|—(n2*1)70 =n?

Donc dim (Vect(ln) + Ker(tr)) = dim(M,(R)), et Vect(l,)+Ker(tr) est un sous espace vectoriel de M,(R), donc

’Vect(ln)+ Ker(tr)= Mn(R)‘

Nous avons donc bien prouvé que Nect(ln) &) Ker(tr):Mn(]R)‘

4. Il s’agit ici d’un résultat du cours que I’on nous demande de démontrer.

Notons A = (a;;)1=isn €t B = (b;;)1<i=n les deux matrices de M,(R).
1<jsn 1<jsn

Notons également B = (c;;) 1=isn , BA = (d;;)1sisn

1<sjs<n 1<sjsn
n n
On a donc, pour tous les entiers i et j compris entre 1 et n: ¢;; = Zaikbkj et dj= Zbikak,-
k=1 k=1

n

tr(AB) = Zcii = Zaikbki
i=1 k=1

i=1

On échange les lettres k et i

=}

tr(BA): Zdii: Zbikaki ! E Zbkiaik , donc ‘tr(BA): tr(AB)|
i=1 k=1 i=1

i=1 k=1
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5. Side telles matrices A et B existent, alors on aurait tr(AB—BA) = tr(ln), d’ou en utilisant les questions 1. et 4.,

0= n, ce qui est absurde. Il n’existe donc aucunes matrices A et B de M, (R) telles que AB — BA = In.\

6.(a) Tout d’abord il est clair que I’application v, est a valeurs dans M, (R)
Montrons maintenant sa linéarité: soit M et N deux matrices de M,(R), soit A eR.
Y (M+AN)=(M+AN)+tr(M+ AN)J

=M+tr(M)J+ AN+ Atr(N)J par linéarité de ’application trace.

=y(M) +Ay;(N)

On a bien prouvé que \\VJ est un endomorphisme de MH(R)\.

6.(b) Supposons que A soit une valeur propre et M un vecteur propre associé (M est une matrice non nulle de M, (R))
Onaalors M +tr(M)I, = AM, d’ou en prenant la trace: tr(M)+tr(M)n = Atr(M) < (A—n-1tr(M)=0
Donc soit tr(M) =0, soitA =n+1

Dans le cas ou tr(M) = 0, cherchons les valeurs propres pouvant étre associées a cette matrice: on a alors y,,(M) = AM,
c’est-a-dire M = AM, d’ou A =1 car M est non nulle.

Les deux seules valeurs propres possibles sont donc 1 et (n+1).

Vérifions qu’effectivement ce sont bien des valeurs propres, et en méme temps nous déterminerons les sous espaces
propres associes:

e Montrons qu’il existe des matrices M non nulles telles que y,,(M) =M
yn(M)=M & M+tr(M)I,=M < tr(M)1,=0< tr(M)=0 < Me Ker(tr)

Donc |1 est valeur propre, de sous espace propre associé Ker(tr)|

e Montrons qu’il existe des matrices M non nulles telles que y,,(M)= (n+1)M

V(M) = (4 1M < M+tr(M)l, = (N+1)M < M = ﬂanln & JoeR, M= al,

Donc ‘(n+l) est valeur propre, de sous espace propre associé Vect(ln)‘

Nous avons déja prouvé que dim(Ker(tr))+dim(Vect(l,)) = dim(Mn(R)),

donc

I’endomorphisme y, est diagonalisable,

6.(c) SoitM e M,(R).

((w2)"= 2w+ 1d) (M) = yiy(ws(M)) -2y, (M) + M
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6.(d) Supposons que A soit une valeur propre et M un vecteur propre associée (M est une matrice non nulle de M,(R))

Onaalors M +tr(M)J = AM, d’ou en prenant la trace: tr(M)+ tr(M)tr(J) = Atr(M) & (A—tr(J) - 1)tr(M)=0

=y;(M+tr(M)J)-2M-2tr(M)J+ M
=M+tr(M)J+tr(M)(J+tr(J)J)—M-2tr(M)J

= tr(M)tr(J)J

Donc soittr(M) =0, soit A = tr(J)+1

Dans le cas ou tr(M) = 0, cherchons les valeurs propres pouvant étre associées a cette matrice: on a alors y;(M) = AM,

c’est-a-dire M = AM, d’ou A =1 car M est non nulle.

Les deux seules valeurs propres possibles sont donc 1 et tr(J)+1

Vérifions qu’effectivement ce sont bien des valeurs propres, et en méme temps nous déterminerons les sous espaces

propres associés:

Montrons qu’il existe des matrices M non nulles telles que y;(M) =M
y;(M)=M & M+tr(M)J=M & tr(M)J =0« tr(M)=0 <& Me Ker(tr)

Donc \1 est valeur propre, de sous espace propre associé Ker(tr)\

Supposons a présent que tr(J) = 0 (car si tr(J) =0, 1 est alors la seule valeur propre)
Montrons qu’il existe des matrices M non nulles telles que y;(M) = (¢r(J)+1)M

V(MY = (r(D) - 1M < M+tr(M)J = (tr()) + )M < M = %(JM)M o M e vect()

(pour la derniére équivalence, le sens direct est évident, et réciproquement si JaeR, M = a.J, alors

tr(M) = atr(J), donc a = ttﬂr(.]M)l et M = ttrrg(?)) 7)

Donc [(tr(J)+1) est valeur propre, de sous espace propre associé Vect(J)

Sitr(J)=0, 1 est la seule valeur propre de

Sitr(J)=0, 1ettr(J)+1 sont les deux valeurs propres de y;

Sitr(J)=0, 1 est la seule valeur propre de y;, et le sous espace propre associé est Ker(tr), qui est de

dimension n2—1 = n2, donc I’endomorphisme v, n’est pas diagonalisable.\

Sitr(J)=0, le sous espace propre associé a la valeur propre 1 est Ker(tr), le sous espace propre associé a la valeur
propre tr(J)+1 est Vect(J) de dimension 1, donc dim(Ker(tr))+dim(Vect(J3)) = dim (Mn(R)), donc

I’endomorphisme y; est diagonalisable.
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