Banque PT 2005 — Epreuve B : corrigé

PARTIE I

1 d
1. Si k| < 1, la fonction 4 — ———————— est continue sur R, donc x(¢) = / 0 existe pour

V1= k2sin?u 1 —k2sin®u
tout ¢ de R.
1 1
Si k| =1, alors = est continue et positive sur R\ {/2 + km, k € Z}.
V1—k2sin?u  |cosul

1
| cos ul B /2 —u

Notons h = m/2 — u, pour u dans [0,7/2[. |cosu| = cosu = sinh ¥ h donc . La divergence de

/2 /2
/ & entraine celle de / du .
0 0

/2 —u cosu
~ 0 du
On procede de méme pour montrer la divergence de / .
—x/2 COSU
. ¢ du S .
11 en résulte que x(¢) = ——— existe si et seulement si ¢ € |—7/2,7/2].
o |cosul
R si k| <1
Do={T g a0 S
L’ensemble de définition de x est symétrique par rapport a 0 et en faisant le changement de variable v = —u,

on a, pour tout ¢ de D,

—dv : :
—p) = = —x(p) donc| x est impaire.
V1-— k2 sm u V1- KZsinzo

1—k2sin®wv

La fonction ¢ — ——————— est continue sur D,, donc x est de classe C! sur D,, et pour tout ¢ de D,,
1 —k2sin® ¢
1
X' (p) = ——= >0, donc ‘ X est strictement croissante sur D, . ‘
1 —k2sin’ o

p+m Pt du
Par la relation de Chasles, x(p+7) = / / X(@)‘*‘/ .
V1—k2sin’u 1—k231n n @ V1= k2sin®u
. 1 . e du
Comme la fonction u — —————= est m-périodique, x(¢ + 7) = x(¢) + B e e
V1—k2sin’u —x/2 /1 —k2sinu
d
et comme elle est paire, x(¢ + ) )+ 2/ - = x(p) + 2x(7/2)
1—k2 sin2 u

| x(p+m) =x(¢) +2C.|

2. Soit n > 1. En intégrant par parties :

L,= /me (sinv)2n dv = [(— cos v)(sin v)%_l}

/2

/2
. —/ (—cosv)(2n — 1)(sinv)?" 2 cosv dv
0

/2
= (2n — 1)/0 (sinv)** 7% (1 = (sinv)?) dv = (2n — 1) (Lpn—1 — Ly)

dou: 2n L, = (2n—1)L,_;. Comme Ly = 7/2, on en déduit, par récurrence, que

I I1x3x---x2n—-1) 7
" 2x4x---x(2n) 2°
En utilisant le développement en série entiére de ¢ — (1 + ¢)” de rayon de convergence 1 pour v = —1/2 et
t = —k?sin? u, on obtient, pour tout (k,u) € ]-1,1[ x [0, 5] :
1 ) (_% —n+ 1) 2 2 n
= —i—Z py (—k*sin” u)

V1—k2sin’u

(—1)"1 Cex (2n—1
:1—1—2 x3x - x(2n—1) (—1)"E*" sin®™

2mn!
_1+Zl><3>< (2ﬂ—1)k2nsin2nu_z+§L k2" sin?" u
2x 4% x(2n) =
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1 2 o
— Z Ly, k*™ sin®™ u + pn (u)

2ein2y T
V1-—k?sin“u n—0

En scindant en somme partielle de rang N et reste, cela donne :

ou |pn(u E L, k*"sin*" y < = E L,k
n=N+1 n=N+1
—+oo
La majoration précédente est licite car — E L,k*" est le reste d’ordre N d’une série convergente, de somme
n=N+1

1
——— i on indexe a partir de 0 (calcul précédent pour u = 7/2).
N D ( p P /2)
Gréce 4 la linéarité de l’intégrale on en déduit : Vk € ]-1,1],

/2 /2 /2 9 N
C:/ ZL kQ”/ (sinu)Q"du—l—/ pN(u)du:—ZLikQ”—I—RN
0 \/1—]{12811111, 0 0 T
/2
/0 o (u) du

N
2
A fortiori, A}im Ry = 0. Le passage a la limite dans 1’égalité C' = — E L2 k*™ + Ry montre que C' est
— 00 U
n=0

/2 2 400
ou |Ry| = < / lon (w)| du < - Z L, k*™ —— 0 (reste d’une série convergente).
0

—00
n=N+1

développable en série entiere de la variable k.
L, 2n-1
L,_1  2n

Comme , le rayon de convergence de la série entiere est 1, par la regle de d’Alembert.

+oo

2
Vkel-1,1], Cc==Y L2k>™.
el-L1l, c=-Yr2

3. On a vu au 1. que la fonction x est strictement croissante sur son domaine de définition. A fortiori,

‘ X est injective sur son domaine de définition. ‘

Si |k] < 1, alors pour tout ¢ de R, x(¢ 4+ 7) = x(¢) + 2 C avec C > 0 comme intégrale d’une fonction continue
strictement positive sur un segment. Par récurrence on obtient : pour tout n de N, x(¢p + nm) = x(¢) + 2nC
et en particulier x(nm) = x(0) +2nC = 2n C — +o0.

n—oo

La fonction x est donc non bornée, et comme elle est strictement croissante sur R, on a lirf X(¢) = +o0.
p—+oo

Par parité, lim x(¢) = —oc.
o —00

X est continue, strictement croissante sur R, x(R) = R, donc x est dans ce cas une bijection de R sur R.
%)

Si k] = 1, alors x(¢) = /
0

? d
donc lim Y — 4oo. Par parité, lim x(p) = —oc.
p—m/2 Jg COSU p——7/2

X est continue, strictement croissante sur |—7 /2, 7/2|, x (]—7/2,7/2[) = R, donc x est dans ce cas une bijection
de |—m/2,7/2[ sur R.

/2
est l'intégrale d’une fonction positive telle que / soit divergente,
0

cosu Cosu

‘ La fonction réciproque ¢ est définie sur R, impaire et strictement croissante. ‘

Pour k de valeur absolue strictement inférieure & 1, soit € R, et p = ¢(x). On a donc = = x ().
L’égalité x(¢ + ) = x(p) + 2C équivaut & : ¢+ 7 = ¢(x(¢) + 2C) soit encore & ¢(z) + 7 = ¢p(z +2C).

‘VZEGR, ¢(x+20):¢(x)—|—7r.‘

4. Par composition, les trois fonctions oy, Ok et vy, sont définies sur R, oy est impaire, G et yx sont paires.
On a vu de plus que la fonction x est de classe C* sur son ensemble de définition, et pour tout ¢ de Dy, X'(¢) # 0.

Donc la fonction réciproque ¢ est elle aussi de classe C! sur R, et pour tout x de R, ¢/(z) = m
X' (d(x

Par composition, les trois fonctions ay, B et v, sont de classe C! sur R : c’est clair pour ay, et B, et pour v

si|k| < 1. Si|k| =1, ¢ est & valeurs dans ]—m/2, 7/2[ donc 1 — k?sin® (¢(z)) = cos® (¢(z)) > 0 et la composée

par la fonction racine carrée est encore de classe C!.
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Pour tout z de R, ¢'(2) = ———~ = \/1 — k2sin® (¢(x)) = v (z) donc :

aj,(x) = cos (p(x)) ¢/ (x) =
Br.(x) = —sin (¢(x)) ¢' () = —ag(x) y(2)
Lo —2k?sin (¢(x)) cos (¢(z)) ¢/ ()
Vi (z) =
2\/1 - K2sin? (¢(2))

‘%Zﬁk% B, = =k Yk %’g:—k%&kﬁk‘

©
5. Pour k =0, on a, pour tout p de R : x(p) = / 1du = . D’ou pour tout « de R : ¢(z) = x, et donc :
0

‘ ap = sin ﬂozcos‘

©

du = {ln’tam(%—l—%)”o =In (tan(g + %))

©
6. Pour k = 1, on a, pour tout p de |—7/2,7/2[: x(p) = /
cosu

(P LTy e .
Donc pour tout = de R : ¢(z) = ¢ avec an(g + Z) D A Arctan(e®) & ¢ = 2 Arctan(e”) —
€l-n/2,7/2| 2 4

d’olt : ¢(x) = 2 Arctan(e®) —

2
T 1 — tan?(Arctan(e®)) e —1
= sin(2 Arct —):— (2 Arct =- = ~ th
ai(z) = sm( retan(e 2 cos(2 Arctan(e)) 1+ tan?(Arctan(e®))  e* +1 v
2 tan (Arctan(e®)) 2e® 1

Bi1(x) = cos (2 Arctan(e

N|ﬁ
~—
| |

n(2 Arctan(e”)) = 1 + tan?(Arctan(e®)) T +1  cha

1(r) = Bi(r) = =—

chzx

ay=th [ =7m=

PARTIE 1T

1. T &(u) = a(m + v+ sinw) M (u) + M(—u)
) n(u) = a(—1 — cosu) 2
donc T est symétrique par rapport a la droite d’équation x = a, et il suffit d’étudier T" sur [0, 7].
"(u) = = 2u dM g U
5/(u) a(l. + cosu) . 21? cosu2 —— = 2acos YT avec T Cf’bg unitaire donc la tangente en tout
7' (u) = asinu = 2asin 5 COS 5 du 2 sin 5
point est dirigée par T. En particulier, la tangente en M (0) est dirigée par 7, celles en M (—m) et M () par J.

aT

,u € [—m, ). Pour tout u de [—, 7], a pour coordonnées {77(“)

N
U 0 T
¢(u) | 2a + 0 3
&(u) Ta Ve 2ra ©
' (w) - 0
n(u) —2a /! 0

v t
2. Pour tout u de [—7, 7] 2acos § > 0 donc s(u) = / 2a cos 3 dt = 4a sing
0

La longueur de T' est A(T') = s(7) — s(—m) :

3. Y(u) = (J_; ?) =(77) + (77 ?) = —g —i—g donc %(7) = —gcosth(u(r)) = —gsin%ﬂ

. u(T) d?o g
et comme o(7) = s(u(r)) = 4asin —ysona: F(T) + 4—0(7)

La solution générale de cette équation différentielle est : o : 7 +— Acos / T + Bsin 4 / (A, B) € R%
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y=-A 9 sin 7'+B I cos TdOHCO’ 0) = 0 impose B = 0.
4a 4a 4a

On a alors 0(0) = oy si et seulement si A = oy.

g
O:TH 09COS, | —T
4a

2
La période de o est A 47r\/§, elle ne dépend pas de og.
g

9
4a
1

1. La fonction x — —————— est continue et positive sur |a, b|.
(x —a)(b—2)

PARTIE III

a+b
1 1 s s = dz
et par le critere d’équivalence

V@-a)b-2 Vb-a(z—a)/? / @—a)b-2)

1 N 1
VE—a)b—z) Vb—alb—x)/?

Au voisinage de a,

converge.

De méme, au voisinage de b,

. b dzx
d’otu la convergence de —_—.
atv \/(x —a)(b—x)

2

x
I = / —————————— est convergente.
x—a)(b—1)

—D)? by 2
(x—a)b—2) = -2+ (a+b)x —ab = (a=b)7 _ (:v - a—2&— ) suggere d’écrire x € ]a,b[ sous la forme

4

B a+b+a_bc0‘t
T=— 5 st.

. . o 2 a+b
Soit donc le changement de variable défini par ¢t = Arccos( 5 (:c - ))

a—
-b
™ - sintdt ™
0 \/— £)(=2==) (1 4 cost)
I=m

2. Etablissons d’abord l'existence de H(yo) pour tout yg de |0, w[. La fonction y — ———— est continue

\/COS Yy — COs Yo
et positive sur |—yo, yo[.- Au voisinage de yo,
1 B 1 1
VEOSY = ot \/—2 sin U5 gin 2 VSR Yo(yo — y)/?
Yo dy
0 4/€osy — cosyo

Par parité, 'intégrale converge aussi a la borne —yg, d’ol1 la convergence de H(yo)-
Yo dy

\/— _yo V/COSY — COS yo / \/cosy — COS Yo
loisible d’utiliser ¢ = cosy comme nouvelle variable.
dt

ow TP
RO =
(50) 1 t — cosyo 1—12)(t —to)

Pour tout ¢ de Jtg, 1], on a :

donc par le critere d’équivalence,

converge.

Toujours par parité, H(yo) = et sur U'intervalle [0, yo il est

en notant tg = cos yg.

1 1

w/l—t Y(t — to) \/— \/1—152 Yt —to) — \/(1—t)(t—to)\/1+to

En intégrant ces inégalités sur Jtg, 1],

1 dt 1 1 ! t
7/ VA=)t —to) < AW < e /to VIO —to)

dt 2 2
D’apres le 1. / =I=n donc 7 <H(y) < V2 = V2 ™
VI =t)(t—to) V1+t V1 + cosyo
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V2

Comme lim ————— =1, on en déduit que H(yp) possede une limite lorsque yo tend vers 0, et que

y0—0 /1 + cos yo

lim H(yo) = .

yo—0

3. La fonction u — A est continue et positive sur [0,1]. Au voisinage de 1, en posant u =1 —h, on a :
— uOt
=1-h)*=1—ah+o(h)donc1—u*=ah+o(h)=ca(l—u)+o(l —u)
1 1
On a donc ~ et par le critere d’équivalence,

VI =1 Va1 = )

pour tout réel a > 0, converge.

/1 du
o Vi—ae

{Arcsm u] ; =

vl 3

/m

K(2) =

T
2

Y/ =Ys

4. En posant Y7 = y et Yo = ¢/, Péquation y”’ = f(y) équivaut au systéme autonome {Y’ v,
2 = 1

, et les
)

conditions initiales y(to) = yo, ¥'(to) =y} équivalent & ¥i(to) = y?'
Ya(to) = yp
Y =Y,
r_
Une condition suffisante pour que le probléeme de Cauchy YQ(t_ )f(Y) admette, pour tout (to,yo,ys) de R?
0
Ya(to) =
donné, une solution maximale unique est que la fonction (Y7, Ys) — ( f(¥1)) soit de classe C! sur R2. Cela

équivaut & dire que f est elle-méme de classe C! sur R.

Une condition suffisante pour que le probléeme (1) admette une
solution maximale unique est que f soit de classe C! sur R.

5. On a, pour tout t de R, 4 (t) = f((y(t)), donc 2/ (t) y" (t) = 2f ((y(t)) ¥ (t) soit encore dgt/ (t) = d(};; y) (1)

et en prenant les primitives nulles en to : y2(¢) — y62 = F(y(t)). Douy2(t) = G(y(t)). Donc, sans hypotheses
supplémentaires,

toute solution de (1) est aussi solution de (2) : y"2(t) = G(y(t)), y(to) = yo

Les hypotheses sont en fait utiles pour établir une réciproque (non demandée) : si y%(t) = G(y(t)), alors :

— pour t = tg, y’2(t0) = y62 et puisque ¥’ (fo) et ¥, sont de méme signe, y'(to) = y{-

— par dérivation, 2y/(t)y"(t) = 2f ((y(t)) ¥/ (t) donc sur un intervalle [to — h, to + h] pour lequel y" garde un signe
constant, par continuité y’ ne s’annule pas et il vient apres simplification y” (¢) = f((y(t)).

6. Si y'(tg) =y, # 0 alors par continuité, il existe un intervalle J contenant to sur lequel y’ garde le signe de
y4. La fonction y est alors strictement monotone, donc injective sur J.

‘ Si yj # 0, il existe un intervalle J contenant to tel que y soit injective sur J. ‘

Pour tout t de J, y/(t) est du signe de €, et G((y(t)) = y?(t) > 0.
/!
t
Y (t) = G((y(t)) équivaut alors & _y® =e

G((y(t))

t !
/ A
to /G ((y(w)
y(t) 1
de J sur y(J), le changement de variable v = y(u) est licite, et on a aussi : /

w  VG)

En prenant les primitives nulles en tg : tp). Comme ¥y est une bijection de classe C!

dv = ¢(t —tp). Comme
€e==+1,
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y(t)
pour tout ¢t de J, t —tg :/
Yo G(v)

7. f:y+— —w?siny est de classe C! sur R, et nous sommes dans les conditions d’application du 6. avec
to =y =0, y, = pw > 0 et e = 1. Il existe donc un intervalle J contenant 0 tel que pour tout ¢ de J,
do do

/ (t) /y(t) dv /y(t)
0 v B 0 <Y > 0 1- 2(1— cos
\// (—2w?sinu) du + pw? wy/ [2cosu] o TH w /L\/ e (1 — cosv)
0

t—ty=

2dy = 2 (1))

/y(t) dv /y(t)/2
0 wu,/l—%sinzg(“’:”/m 0 w 1—%sin2<p Wi
2

avec k =+— € ]-1,1].
W

(y(t)/2) = S5 (t—to) & @ = 9(5F (t—t0)) d'ot sin(y(1)/2) = sin (6(F (t—t0) ) = o (L (t—to))

3J intervalle contenant 0 tel que pour tout ¢ de J, sin(y(t)/2) = o (pw (t — t0)/2)

8. a. La fonction v — est continue, positive sur |yo, y1[. G est de classe C! sur cet intervalle, et par la

v)
formule de Taylor-Young a l'ordre 1 au voisinage de yo, on a :

d d
G(v) = G(yo) + (v — yo)d—j (yo) + o(v —yo) donc G(v) ~(v— yo)d—j(yo) et de plus, comme G(y) est strictement
Yo

dG 1 1
positif sur ]yo,y1[, on a —(yo) > 0. Donc ~ . Gréce au critere d’équivalence pour
dy VG () v /G (yo)(v — yo)*
yo+y1
votur
les intégrales impropres de fonctions positives, 'intégrale dv est convergente.
Yo G(v)
d
On a de méme, au voisinage de y1, G(v) ~(v — yl)d—(yl) ce qui implique :
Y1 Yy
dG 1 1 1 1
—(y1) <O et ~ - d’olt la convergence de / dv.
dy VG©) v /=G (y1)(y1 —v)? win \/G(v)
Y1 1
———dv est convergente.
w VG()
v 1
b. Soit ¢ dans [to,¢1]. Il existe un réel y et un seul dans [yo,y1] tel que t — tg = / T) dv. En effet, la
Yo v

1
VG(v)

de [yo,y1] est [to,t1]. Comme de plus v —

Y
fonction y — to + / dv est continue, strictement croissante sur [yo,y1], donc bijective, et son image
Yo

1 L |
——— est continue sur ]yg, y1[, la fonction y — to + / ———dv
N w0 VO
est de classe C! sur ]yo,y1[ et sa dérivée ne s’annule pas. Sa fonction réciproque t — y(t) est donc de classe
y(t) 1 1

dv, on obtient : 1 = —————=1y/(t) d’out

w  VG() G(y(t))

C! sur Jto,t1] et par dérivation de I'égalité t — tg =

est en fait, comme F, de classe C! sur Jyo, y1[, donc t — y(t) est de classe C? sur Jtg,t1[. Comme

y(to) = yo, y est solution de classe C? de (2), donc de (1), ainsi qu’il est admis dans I’énoncé. Par unicité, la
fonction y ainsi définie sur [tg,t1] est la solution de (1) sur cet intervalle.

On a obtenu : Vt € Jto, t1, ¥'(t) = /G (y(t)) > 0, donc

‘ La solution y de (1) sur R est strictement croissante sur I'intervalle [tg, t1]. ‘

c. Soit s la fonction définie sur R par s(t)
!
s

y(2t1 —1).
Pour tout ¢t de R, §'(t) = —y/(2t; — t) et )

"(t) =y" (2t —t) = f(y(2t1 — 1)) = f(s(t))
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De plus, s(t1) = y(t1) = y1 et 8'(t1) = —y'(t1) = 0 puisque y*(t1) = G(y(t1)) = G(y1) = 0.
s vérifie (1) avec les mémes conditions initiales que y en ¢, donc par unicité s = y.

L’application ¢ — 2¢; — ¢ est décroissante et transforme le segment [tg,t1] en [t1,2t; — to], done, puisque y est
strictement croissante sur U'intervalle [to, 1], elle est strictement décroissante sur [tq, 2t1 — to].

‘La solution y de (1) sur R est strictement décroissante sur Uintervalle [tq, 2t; — tg]. ‘

d. Soit z la fonction définie sur R par z(t) = y(2t; — 2to + t).

Pour tout ¢t de R, 2”(t) = y"(2t1 — 2tg +t) = f(y(2t1 — to + 1)) = f(2(t))

On déduit du c. que z(tg) = y(2t1 — to) = y(to),

et 2/(to) = y'(2t1 — to) = —y'(to) = 0.

Par unicité de solution de (1), il en résulte que z = y, donc pour tout ¢ de R, y(2t1 — 2to + t) = y(t).

Y1 1
y est périodique de période 2/ ——dw.
Yo G(v)

Y

9. Nous sommes dans les conditions d’application du 8. puisque G(y) = —2w? / sinudu = 2w2(cosy —cosyo)
Yo

donc G(yo) =0, G'(yo) = —2w?sinyg # 0, et en posant y; = —yo € |0, [, ona: G(y1) =0, G'(y1) = —G'(yo) #

0, et enfin pour tout y de Jyo, y1[, G(y) = 2w?(cosy — cosyg) > 0.

La solution y du probleme (1) est alors une fonction périodique, de période

oo [ dv g fw dv
vV 2w?(cosv —cosyg) W Sy, \/COSU — COSyg

2
P =—H(—yo).
w (—%0)

En appliquant le résultat du 2. (licite puisque cos(—yg) = cosyp), on obtient

lim P = 2—7T
w

yo—0

Y A
10. Nous sommes dans les conditions d’application du 8. puisque G(y) = —2/ Aud du = —3 (y4 — yé) donc
Y

0
G(yo) = 0, G'(yo) = —2)\yg # 0, et en posant encore y; = —yo > 0, on a: G(y1) =0, G'(y1) = —G'(yo) # 0, et
enfin pour tout y de Jyo, v1], |y| < |yo| donc y* < yg d’ott G(y) > 0.
La solution y du probléme (1) est alors une fonction périodique, de période

dv 42 [~Yo dv 42 (Y —ypdu

—Yo0

" \/m@ame) Vi ooy = ot =55 VA Jo ud = yiu?
2 0

42 Yodu

(—yo)VA Jo VI—ul

m05dt2cb.tex - page 7



