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Partie 1

Question 1.

+oo n
. L . . < ‘- . ~ s
a) Soit la série entiere Z —— . Pour z =1, la série est divergente sans étre grossierement
n=l n
divergente. 1 appartient donc au cercle de convergence. Donc R =1.
On aurait pu dire également qu'en z = —1, la série était convergente sans étre absolument
convergente et conclure de la méme fagon.
Bien siir on pouvait aussi utiliser la régle de d'Alembert!

b) Déja évoqué a la question précédente:

. ) . 1
Divergence en z =1 (série harmonique — ).
n

n

Convergence en z = —1 (série harmonique alternée vérifiant le critere des séries alternées)

n
Question 2.
+o0 n
. X
a) Soit x réel, tel que |x| <1.Onnote S(x) = Z—
n=1 N
+00 +00 1
S'(x) = Zx"_l = Zx" = N somme de la série géométrique de raison x . Rayon de
n=1 n=0 -X

convergence R =1.

b) Comme S(0)=0, S(x)=LXS'(r)dz=Lx1‘tht:—1n(1—x).

Question 3.
1 1 1 1 1
+

® Soit la série de terme général u, = —— - .
23p+1 23p+2 3p+3
_—CBp+2)3Bp+3)-CBp+1)@Bp+3)+2QBp+1)(Bp+2) __ O9p+5

“r 2@p+D3p+2)3p+3) 2@p+D3p+2)3p+3)

u, estde signe constant négatif, u , ~ — quand p — +oo, le théoréme sur les séries de signe

2

constant équivalentes s'applique, u  est équivalente a une série de type Riemann convergente, elle
]7

est elle méme convergente.




1 1 1
- SV, =
3p+1 3p+2 " @Bp+D@Bp+2)

est de signe

® Soit la série de terme général v, =

.. 1 .
constant positif, v b 9—2 . On conclut comme précédemment a la convergence de cette série.
P

2im
® Soit z=¢e Azj.

Ona: j' =), j2 ==, ;=1 soitencore
3p+l 1 . \/g 3p+2 1 . \/5 3p+3
Jj =——+i—, j =———-1—, =1.
2 2 2 2
+oo jn
Considérons alors la série Z— Comme le terme général tend vers 0 quand n — +oo, il est
n=1 N

légitime de faire une sommation par paquets de trois termes consécutifs. On ne modifie pas la
nature de la série, ni sa somme en cas de convergence.

:3p+l :3p+2 :3p+3
Soitdonc w, =L —+ L+ L ;>0
3p+1 3p+2 3p+3
1 1 1 1
Wp:(_l L1 + )+i£( - )=u1,+i£v1,avecles
23p+1 23p+2 3p+3 2 3p+1 3p+2 2

notations précédentes.
La série de terme général w, est donc convergente comme somme de deux séries convergentes.

. .z 2imy
conclusion: la série Z— converge pour z=¢ ’°.
n=l1 n
Question 4.
a) Soit 0 R ; ¢ #1 ¢ estadird #0 (27).
ei(q—p+1)9

q 1_
. : A . : .
Zel =™ (146" +.. 47 = " expression que 1' on transforme en

i0
k=p 1_6

-p+ . - +
{000 5 2 —2ism(7q 5 1)9

g
. i . oe
passant aux arcs moitié : Ze’ o ="
_ i— ..
k=p e —2isin 5
. -p+1
q Pt Sln(&)e
. ik
conclusion: Ze’ b =¢ 2
k=p sin —
2
1 . . 9 ke 1
b) Pour 8e R ; ¢ #1, 0 fixé, alors smE #0 et  conclusion: Ze’ STl
k=p sin —
2

¢) Soit z un complexe tel que |z|=1 et z#1. Alors 30e R, 020 27) ; z=¢".



® Posons u, =— , u, estleterme général d' une suite qui tend vers z€ro telle que la série de

n
(o 1 1 s
terme général -—= ~ — estune série convergente.
n+l nl nn+l) n
7 1
® Posons v, = z" , on abien que ka SM=—-
k=p sin ‘

n

N Lo . P ‘s ‘2 <
Les hypotheses du théoréeme admis sont réunies, la série de terme général
n

est convergente.

n

conclusion: la série Z

converge pour z=¢'? , 8 #0 (27).
n=1 N

Partie 2
P={zeC; Re(z)>0} F(2) =In(|z) +iArg(2).

Question 1.

z In(| z|)+iArg (z i z
Pour ze P, '@ = Mlabrire@ :|z|e’A'g(“)

=zZ.
Question 2.
) x>0
Pour z =x+iy { R onnote P(x,y)=Re(F(z)) , Q(x,y)=Im(F(z)).
ye
y L T
a) Q(x,y)=Arg(z) = Arctan(=) car par définition Arg(z)€ |- 5,5 et
X
Y= tan(Arg(z)) . conclusion:  Q(x,y) = Arc tan(l) .
X X

b) P(x,y)=In(yx* +y*)= %ln(x2 + y2) d ou:
00 o x
> (x, y) 5 (x, y) = e x{

Y
x

—P(x,y)+ 90

° oY _ y
Ay o V=

}
ol ]{ o

op
dy

conclusion: a—(x y)— Q( ) =—(x y)+a—Q(x y)=0.



J0°P J°P Xyt -2xt xP =y’
= %Y+ (xy)= 2 ot 252
ay (C+y7)° (T +Y)
Q )XY 2y
(x*+yH)? (X +y?)°

d) Le théoreme de Green-Riemann dit, pour () bord orienté d' un compactD ,(compact a gauche)

que I P(x,y)dx+Q(x,y)dy = “ (a—f—g—i]dxdy d' ot ici:
I P(x,y)dx—Q(x,y)dy = “ (—a—Q—g—i]dxdy = “DO dxdy =0.
jQ(x y)dx+P(x,y)dy = “ (a—P—aa—f]dxdyzﬁDdedy:O.

Rq: On constate que I' orientation dgy) n' a plus d' importance, puisque le résultat est nul.

Question 3.
a) Soit z=pe'® avec p<letsi p=1, 820 (27).
Alors, 1—z=(1-pcos@)—ipsinf.
I-pcosf sip<l
Re(1-27) = ) ] de sorte que Re(1—2z) >0 dans
I—cosO sip =1 mais alorsavec cos <1
tous les cas et par suite :

conclusion: 1—ze P desque z estdifférentde 1 etde module <1.

b) On admet, pour 7 ;

+o0 n
d<letz#1 que Z{%:—F(l—z).

On a donc, en particulier pour z = e? Oe ]0,275[ :
i cosnB +isinnf

= —[ln(‘l —e' ‘ +iArg(1—e" )] d" ou
n=1 n
oo

. 9 0
Z sin n6 = —Arg(e 2 (—2isin %)] . Or %e b,n[ = sin% > ( et par suite e ? (—2isin %)

n=1 n
.0 .0 T . ..l Tz
a pour module 2sin — et pour argument possible — —— qui appartient biena |——,—| .
2 2 2 2 2
6
i .0 0 w
On adonc Arg|e ?(-2isin—) |=——— .
2 2 2

3 sin nf 6 n. n-0
conclusion: =—(———)=—— pour 8 € [0,27].
Z =)= Jo.2]




Partie 3

Soit B € J0, 7| fixé.

1si xe0,0]
I .
a) Soit f de période 21 , paire, définie sur [O,?t ] par f(x)=9— si x=6
0sixe }9,%]
V' S y
1
[ ] l [ ] [ ]
2
- -0 0 0 T 2r-6 2 X
b) Coefficients de Fourier de f :
Les b, sont nuls puisque f est paire.
2 sinn@
2 x 2 0 — pour n#0
a, =—J f(x) cosnxdxz—_[ cosnxdx =% 1
T J0 T Y0 2
—6 pour n=0
T
0 2 &sinnf
conclusion: La série de Fourier de f est: —+— Z S COSnx .
T T n

¢) Lafonction f estde classe C' par morceaux sur R, donc vérifie les hypothéses du théoréme de
Dirichlet - Jordan. La série de Fourier de f converge en tout point et a pour somme

%(f(x+)+f(x_)). Oron a en tout point de R, f(x) =%(f(x+)+f(x_)) de sorte que

conclusion: Vxe R, f(x)= o n 2 \~sinnb
T

T n

cosnx.

d) Pour x =0 on obtient : 1=2+—Z
T



T—0 &sinnb

conclusion: Pour 0 € ]O,ﬂ[ 5 = Z "z
n=l1 n

Maitenant, soit 0 € ]71',27t[. Alors —0 € ]— 2w ,—7t[ et 2r -0 ¢ ]O,ﬂ[ On peut donc appliquer la

formule précédente en remplagant @ par 27 —0,d' ou:

pour 6 € ]72:’27:[ , w — i sin n(2m —0) soit 0-m _ _i sin n0@
n=1

et finalement :

2 per n n

T—0 Ssinnb
conclusion: pour 96]71’,271'[ , T:Z n

n= n

00

: . T—-0 &sinnb
et puisque la formule est aussi vraie pour @ =7 , on a pour 0 € ]O,27r [ , > = Z .
n

n=1

Partie 4
Soit g de période 27, telle que g(0) =0 et g(x) = % pour x € b,27r[.
Question 1.
a)
A y
T
2
® ® | J ® ® >
—4n -2n 0 2 4r X
T
2

b) Coefficients de Fourier de g :

Les a, sont nuls puisque la fonction est impaire.

2 T —x u=r—-x u=-1

b, == sin nx dx quel on intégre par parties § , . 1
Th 92 Vv'=sinnx v=-——cosnx

n

d' ou




b 21{—ﬂ_xcosnx} —lrcosnxdx:lzl.
o h n

sin 7x

+oo
conclusion: La série de Fourier de g est Z

n=1

Question 2.
a) La fonction g est de classe C' par morceaux sur R, donc vérifie les hypotheses du théoreme de
Dirichlet - Jordan. La série de Fourier de g converge en tout point et a pour somme

%(g(x+)+ g(x” )). Oronaen tout pointde R, g(x)= %(g(xJ') + g(x")) de sorte que

Hoo
) sin nx
conclusion: Vxe R, g(x)= Z .
= n
n=

T-X <>sinnx
Retenons en particulier que Vx € ]0,271'[, T = Z et on retrouve le résultat de la
n=1
partie3.
sinn 71'
T T, T & 2 . 2pTm . Q2p+Drm
b) ® Pour x=— ,ona: g(—)=—= .Or sin—— =0 et sin ———=(-1)"
2 8 2 4 ,,Z:{ n 2
T +00 -1 14
d' ouconclusion: — = =D .
o 2p+1

2
T—X =1
® [ a formule de Parseval - Bessel donne : 2_[:( > ] dx = 71'2—2 .D' ou:
n=1 n

+oo0 a3 2
conclusion: Z% = L — u = T .
=n 21 3 , O

Question 3.

. n@
n iy SN ——
a) ZcoskO:Re e’ —; d' aprés 1.4.a.d' ou
k=l sin —
2
. no
sin —

" 2 n+1 )
conclusion: Zcos k0="_g > 0 si60+0 (27) '
i sin —

nsi =0 (2x)



sin kx

b) Pour x réel on pose S, (x) = Z .Ona S,L (x)= Zcoskx de sorte qu' on a pour
k=1 k=1

k
sin sin(n + l))C —sin ~ sin(n + l)x
: +
xe .zl s, (x)= 2 cos” 1x:l 2 :_l_,__ 2
in 2 2 X 2 2 . X
sin — sin — sin —
2 2

Comme §,(0) =0, on peut écrire que pour x € b,ﬂ[ , S, (x)= _LXS,;(I) dt ,d' ou:

. 1
o sin(n + —)t
conclusion: Vxe ]O,ﬂ[ , S, (x)= —§+L #dt.
sin —
2

Rq: La formule reste en fait valable pour x € b,Zﬂ[.

. . 1
¢) Prolongement par continuité en 0 de la fonction t > ————.
sint t

t3

1 1 t-sint ¢

Ona.———= N ~%
sin ¢ t tsint t

par la valeur 0.

t .. S
= g au voisinage de O . On peut donc prologer par continuité

1 1 :
—— —— étant continue par exemple sur [0,1], est bornée sur ce segment. Notons M un
sint ¢
. 1 1 1 1
majorant de —— —— sur [0,1], onaalors: 0 ———-<M sur [0,1].
sint ¢ sint t

. J-h,l( 1 _l]dt < Mhn dés que hn € [0,1] et par suite :

0 {sint t
) h( 1 1
conclusion: L - —; dt >0 qd n— +oo.
sin
) 1 ) 1 ) 1
sin(n+ )t sin(n+ )t . sin(n+ )t 1
o _[ 2 _ dt:_[" 2 ——|dt et par suite :
0 1 t 0 2 { ot ot
2sin — sin— —
2 2 2
sin(n + 1)t sin(7n + 1)t
l - h,,
r‘n 2 2 dtslr" 1 dt:jz '1 _1 du (uzi)
0 24 t t 20 .t 0 {sinu u 2
sin — sin—  —
2 2 2

sin(n + ;)t sin(7n + l)t

conclusion: L - dt -0 qd n — +.
t

2sin !’
2



(&%

nx

sin —
, n+l1 ) )
d) Pour xe b,ﬂ[ , 8,(x)= 2 cos 5 x ets' annule donc pour la premiére fois en
.X
sin —
n+1

changeant de signe pour

T i
X=— ,soiten x, = )
2 n+l1

x, est >0 et = 0 qd n — +oo. On peut donc écrire:

. 1 ) 1 . 1
sin(n+—)t sin(n+—)t sin(n + —)t
‘xn " 2 n
Sn(xn)z——+_[ - dt+_[ ——=—dt etonadonc:
2 0 .1 t 0 t
sin —
. 1
: sin(n + —)t 1 dut
th L(x, )— _["—Zdt.Posonsalorsu=(n+—)t dt =
—+e0 J0 t 2
n+—
2
. 1
\, S+ )1 (it sinu du (" sin u
' 2 gt =_[ T —_[ 2 ntl—— du et enfin
0 ¢ 0 u I Jo u
n+-—
7 Sin U
conclusion: lim S, (x,) = du=1L.
n—>+o0 u
si sinu ¢S u"
e) est développable en série entiere sous la forme = Z (-)"' ——— R=oo.
u u s 2n+1)!
On peut donc intégrer terme a terme entre 0 et 7T, et on obtient :
2n+1
L= Z =D . Cette série vérifie le critere des séries alternées et la
e Cn+D!2n+1)
décroissance du module a bien lieu a partirde n =1.
u 2n+1)rm’ n’
(F = ( ) - < > <1 pour n>1).
lu, | @n+2)2n+3)> " 2n+1)
7r2n+3
Des lors, on sait que R, | < .
2n+3)!(2n+3)
4 2k+1
On propose pour valeur approchée de L la valeur U, Z . Cette valeur sera

5 2k +1D!I(2k +1)

A 2 -3 . .
coup siir une valeur approchée de L avec une erreur < 107 , si on peut garantir que

jrll

anian
' T 10° =& 10° 10 32 1
< < < < =
an!an an!arn 9! 34.6.7.89 (4.8).3.6.79 1134

11

—<1
antan

<107, Oren effet, en utilisant 7> <10 ona:

. . _3
conclusion: on abien
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