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un corrigé

Préambule.

1. Par définition des limites, la propriété de corecivité s’écrit
VAeR, IBeR/Vz e R", |z| > B= f(z) > A

Utilisons cette propriété avec A = |f(0)| + 1. On trouve alors un réel B. En prenant M =
max (B, 1), on obtient un réel M > 0 tel que si ||z]] < M (et a fortiori si ||| > M) alors
flx) = [f(0)|+ 1.

2. L’ensemble By = {z € R"/ ||z|| < M} (boule fermée de centre l'origine de rayon M) est un
compact de R™ (fermé et borné dans cet espace de dimension finie). f étant continue sur ce
compact, elle y est bornée et atteint ses bornes (et en particulier son minimum). Il existe donc
x* € By tel que VYo € By, f(z*) < f(x).

Soit € R™; si x € By alors f(x*) < f(z); sinon, ||z|| > M et f(x) > |f(0)|4+1 > f(0) > f(z*)
(car 0 € Byy). On a donc
vz e R", f(2") < f(2)

3. R™ étant un ouvert, f (de classe C'') ne présente (résultat de cours) de valeur localement extre-
male qu’en des points critiques. On a donc

Vfix*)=0

Partie 1.

4. Par hypothese sur A et inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
n c 2
Vo € R, g(z) 2 S ll2[I” = [Ib]l-ll]

Comme C > 0, le minorant est de limite infinie quand ||z|| — +o0 et donc g est coercive.

5. Soit x € R™. En notant x1,...,xz, les coordonnés de x dans la base canonique et comme cette
base est orthonormée, on a

E a; jT;T5 — g bix;
1<z ,J<n

Les théoremes d’opération nous apprennent que g est de classe C*° sur R"™. Comme A est
symétrique, on peut écrire que

Za”x + Z A jTT5 — bez

1<i<j<n

Quand on dérive I'expression z;x; par rapport a la variable xj, on obtient 0 si ¢,5 # k. On a

alors
99
Vk, 87( = ag kxk+zaz kTi + Z Ak jTj —
Tk j=k+1
On utilise encore la symétrie de A pour écrire que
99
vk, Bz, —(x) —akkl‘k+zazk$z+ Z aj kT —
j=k+1



et on reconnait dans le membre de droite la k-iéme coordonnée de Ax — b. On a donc
Vg(x) = Az —b

Le préambule donne l'existence d’un minimum global z*. On doit avoir Vg(z*) = 0 et donc
Az* = b. Mais A est inversible car si Ax = 0 alors C||z||? < (Az,z) = 0 et donc (comme C > 0)
lz]|> < 0 et ainsi # = 0 (ce qui donne ker(A) = {0}). On doit donc avoir z* = A~'b. On a ainsi
I'existence et 'unicité du minimum z* et

zt =A%
. Avec les expressions de Vg et de *, on a

upr1 — ¥ = up — a(Aug —b) — =¥
= (ug —2") — a(Aup — Az™)
= (I3 —ad)(up — %)

. On suppose que « €]0,2/L].

A étant symétrique réelle, il existe une base orthonormée de R™ formée de vecteurs propres pour
A. Notons (e, ..., e,) une telle base et A1, ..., \, les valeurs propres associées. L’hypothese sur
A indique que Vi, \i|le;||? = (Ae;,e;) > Cles||? et on a donc \; > C > 0 pour tout i. Par ailleurs,
comme o < % et L >0,0n aal <2 et donc Vi, a); < 2. Finalement, on a montré que

Vi, —1<1—a\ <1

En particulier, tous les (1—a);)? sont dans [0, 1] et leur maximum (qui existe car on a un nombre
fini non nul de quantités) est aussi dans [0, 1] :
K = max (1 —a))?€[0,1]
1<i<n

Soit y € R™; il existe des scalaires yi,...,yn tels que y = >, yie;. On a (la base étant
orthonormée)

n 2

Z(l — a)\i)yiei

i=1

n

=> (1 -aX)’y < K|yl
=1

I(Zn — aA)y|* =

La question précédente donne alors

Yk €N, [upsr — 2% < KJuy — 272
et une récurrence imémdiate indique que

Vk €N, |lup — 2% < K¥|ug — 2*|2
Le majorant est de limite nulle quand & — +o0 et ainsi

lim wu; =2*
k—+o0



Partie 2.

8.

10.

On a

h(zger) = (ok +extr)?
h(zxy) + tpek(extr + 2xx)
0 si 2, =0
= h(x)+ tr(ty + 2xp) si x <0
te(ty — 2xy) si x>0

Comme t, < 2xp si xp > 0 et t < —2x si i < 0, le terme complémentaire est toujours négatif
et
h@p41) < h(wg)

Pour tout k, on a vy — v = —2,6%. Quand on somme, les termes se télescopent et on obtient

=1 1
* _ _
Vk € N, vk—vo—zﬁ—1+2—k
i=0
formule qui reste valable pour k£ = 0.
Posons, pour tout k, e = —1 et t, = 2,6% Les vy, étant tous strictement positifs, la suite (g)
vérifie les bonnes relations. Comme 2|v| = 2 + 2;%1 > 2 >t > 0, la suite (¢;) vérifie aussi les
bonnes relations. (vg) est ainsi une suite de descente par gradient pour h.

La suite (vy) est convergente de limite 1 qui n’est pas le minimum global de A (celui-ci est nul).

Le méme processus de télescopage donne cette fois

(-n*

Vk e N, w, = (—1)F + o

formule que 'on peut d’ailleurs aussi vérifier par récurrence.

Comme wyy, > 0 et wop1 < 0, on pose e = (—1)F* et t), = 2+2k%. On a alors wi11 = wi+exty
pour tout k, la suite () qui vérifie les bonnes relations ainsi que la suite (fx) (pour tout k,
0 <t <2uwg| =2+ 21%1 car 3 < 4). La suite (wy) est ainsi une suite de descente par gradient
pour h.

Comme wor, — 1 et wop11 — —1, la suite (wy) ne converge par ailleurs pas.

Partie 3.

11.

12.

On suppose Vf(xz) # 0; on a alors d = —me(x) qui vérifie ||d|| = 1 et (d,Vf(z)) =

—[[Vf(x)|| <0. Ainsi d € D, et D, # 0.

Soit maintenant d € D, ('existence d'un tel d impliquant que V f(x) # 0 sinon (d, Vf(z)) =0

ce qui contredit d € D,). Posons ¢ : t + f(z +td); ¢ est de classe C' sur R et ¢’

t — (Vf(z + td)|d). Comme d € D,, ¢'(0) < 0. Par continuité de ¢, il existe r > 0 tel que

vt € [—r,r], ¢'(t) <O.

Par égalité des accroissements finis, il existe ¢ €]0, 7] tel que ¢(r) — (0) = r¢/(c) < 0. ceci s’écrit

f(z+rd) — f(z) <0 et onadoncr € Ty,. Ainsi, Ty, est non vide.

On est dans le cas ou n = 1, Vh(z) = h/(z) = 2z.

- Si zp =0 alors Vh(z) =0 et t = di = 0 (ce qui correspond & tj, = £ = 0 dans la partie 2).

- Si x> 0 alors Dy, = {—1} donc dj, = =1 et Ty, o, = {t > 0/ t(—2x1, +t) < 0} =|0, 2xy[=
10, 2|z |-

- Sizy < Oalors Dy, = {1} doncdy, = let Ty, o, = {t > 0/ t(2zx,+t) < 0} =]0, —2x5[=]0, 2|xy|[.

On retrouve donc exactement la situation de la partie 2.



13. Soit k € N. Si V f(xy) # 0 alors, par définition de Ty, ,,, on a

f(@pg1) = flag + tpdr) < f(xr)

SiVf(zk) =0o0n a f(zrxr1 = f(zg). On a done, de fagon générale,
VE €N, f(wg41) < f(ak)

et la suite (f(xy)) est décroissante. Quand f est coercive, le préambule montre que f est mi-
norée et donc (f(zy)) l'est aussi. C’est finalement une suite convergente par théoreme de limite
monotone.

Si, par Pabsurde, la suite (z) n’était pas bornée, on pourrait en extraire une suite () telle
que ||yl — +oo et on aurait alors f(zyn)) — +oo (composition de limites) ce qui nie la
convergence de (f(zx)) (qui entraine la convergence de toute extraite). On a donc (zj) qui est
bornée.

14. Commegons par le calcul préliminaire proposé. On se donne k € N et on pose r, = Vg(ug) =
Aug — b; on a

g(uks1) — glug) = glug — arg) — g(u)
o o a?
= —§(Auk., Tk) — §(Ark’ ug) + ?(Ark, ri) + (b, ) par développement
2
= —a(Aug, ) + %(Ark, ri) + (b, ) par symétrie de A

o?
= —ofry+0bry)+ -

2 o
= —alr +?(A7“k,7“k)

(Arg,ri) + a(b, ) car Augp =b+ 1y

Si rg # 0, on pose ty = o|rk|| et dp = —ﬁ; sinon, on pose dy, = 0 et t; = 0. Dans les deux
cas, on a ugy1 = uy + tgdg. De plus, dans &e casour, #0,o0n a
- |ldell = 1 et (dglrr) = —[lrell < 0;

- g(up + ditr) — glug) = glugs1) — g(ug) = —arel|® + %(Ark,rk). Comme en fin de partie 1,
on a (Arg,ry) < L|jrk||? ott L est le maximum des modules des valeurs propres de A et ainsi
alL
gl + dete) = g(u) < ~a (1= 57 ) I

Si a €]0,2/L][, cette quantité est < 0. Comme t;, > 0, on a finalement ¢, € Ty, 4, .
Si a €]0,2/LJ, la suite (ug)ren est une suite de descente par gradient pour la fonction g.

Partie 4.
15. On a, en sommant les inégalités (2)
k-1
Vk € N*, flap) — fzo) <ma Y tids, V(i)
i=0

Comme f est coercive, la question 13. indique que la suite (f(xy)) est bornée (puisque conver-
gente). Ce qui précede montre que les sommes partielles de la série de terme général ¢ (dy, V f (zk))
est minorée. Comme ce terme général est négatif (par choix de dj et comme t; > 0), cette suite
des sommes partielles décroit. Elle est finalement convergente. La convergence d’une série en-
trainant la convergence vers 0 du terme général, on a donc

kglfootk(dka Vf(zg) =0



16.

17.

18.

19.

Soit k € N; distinguons deux cas

- Si Cl S CQ‘(dk,Vf(.’L'k))‘ alors tk Z Cl et donc ‘tk(dk, Vf(l‘k))| Z Cl‘(dk,Vf(.%'k))‘
- Sinon, tk Z CQ|(dk,Vf(Ik))’ et donc |tk(dk,Vf(Ik))’ 2 CQ|(dk,Vf(.’Ek))|2

Dans le cas général, on a donc

b | Vi
|(di, Vf(r))] < o, + N

Comme on a vu que by — 0, on en déduit que

ou by = [ty(di, Vf(zk))]

lim (dy, Vf(2x)) =0

k—4o00
B étant symétrique réelle est diagonalisable en base orthonormée. Notons (eq, ..., e,) une base
diagonalisation et \; la valeur propre associée a e;. Soit z € R” et z1,...,x, ses coordonnées

dans la base des e;. Comme en question 7, on a

n n 1/2
(Bw,x) =) N > plz|® et |Bz| = (Z A?ﬂﬂ?) < Al
i=1

i=1

ol u > 0 et A > 0 sont respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs propres de B.

On a ainsi
(Br, )

| Bl

En particulier, avec = V f(x) (quand V f(zx) # 0), on obtient §[|V f(xr)|| < [(di|V f(zr)).
L’inégalité reste vraie quand le gradient est nul. Comme le majorant est de limite nulle, on en
déduit que

n I
vz € R™\ {0}, Kjlaf <

lim Vf(zg) =0

k——+o0 f( k)

f étant coercive, elle admet au moins un minimum global. Supposons, par ’absurde, qu’il existe
deux mimina globaux z} < 3. Par convexité, le graphe de la courbe sur ]z}, 23| est strictement
sous la corde reliant (z7, f(x7)) et (a3, f(23)). Mais comme f(z7) = f(x3) cela signifie que
f prend des valeurs strictement plus petite qu’au point ou elle est minimale ce qui est une
contradiction. Il y a donc un unique minimum global.



