Concours Cachan—Polytechnique 2000 — Filiere PST*
Partie I : préliminaires

I.1) Onau” =Vu— f donc u” est continue. Par conséquent u est de classe C2. On prouve par récurrence, a I'aide du
méme argument, que u est de classe C?* pour tout k, donc de classe C*° sur [0, 1].

1.2) V et f sont continues sur [0, 1], donc le probléme de Cauchy, associé a une équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre 2.

u' —Vu = —f
u(0) = a
w(©0) = b
posséde une unique solution sur [0, 1], pour tout couple (a,b) de réels. Si ¢ — V(0)a = —f(0) le probléme posé posséde

une solution unique, sinon il n’en posséde pas.

1.3) Non! Les conditions aux limites ne portent pas sur les valeurs de u et de «’ en un point zg de [0, 1].

v@)=v(20) < (), Par passage a la limite v'(29) <0

r—To —

1.4) Siz <z (et de tels x existent car x1 < xg) v(z) > v(xg) donc
En considérant le cas z > g, v'(x¢) > 0. Finalement v'(zg) = 0.

On applique maintenant la formule de Taylor-Young :

(:C - x0)2v//

0L o) + of (2 — wo)?)

v(z) =v(xo) +0(z —xo) +

Pour = # g, puisque v(x) > v(xg), en divisant par (z — x¢)? et en faisant tendre x vers x on obtient v”(xq) > 0.
Partie II

I1.1)

= u(x0) + f(xo) = V(zo)u(xp). Or u”(xg) >0, f(x0) >0 et V(zo) > 0 donec u(zg) > 0.

— u est continue sur [0,1], elle atteint un minimum global en xy . Si g = 0 ou 2o = 1 alors pour tout = u(z) > 0 =
u(0) = u(1). Sizg €]0, 1] alors u(xp) > 0 d’aprés le début de la question. On a toujours pour tout = u(z) > u(zg) > 0.

11.2) 1l suffit de remarquer que ug est solution de —u” + Vu = f si et seulement si —ug est solution de —u" +Vu = —f
et que ug vérifie (4) si et seulement si (—ug) vérifie (4).

I1.3) Soit by et by deux réels et ¢ dans R et b = (1 — ¢)by + tby. Soit v = (1 — t)up, + tup,. On a v(0) =0, v'(0) = b et
—v" 4+ Vo= (1-1t)f +tf = f. Par unicité du probléme de Cauchy v = u;. En particulier

B(b) = v(1) = (1 — t)up, (1) + tup, (1) = (1 = 1) (b1) + tep(b2)
et ¢ est bien affine.
I11.4) Soit bet V' tels que ¢(b) = ¢(b')., alors up — uy est solution de (1) avec les conditions (4) et f = 0. Donc puisque
f>0onawu,—uy >0 (question 2.1 et puisque —f > 0 on a aussi —(up —up ) > 0. Finalement up — up = 0 et up = uyy
donc b=V’ (dériver en 0.)
11.5) Puisque ¢ est injective et affine de R vers R ¢ est bijective, il existe un unique by tel que ¢(by) = 0, c’est-a-dire
tel que up, soit solution de (1) avec les conditions (4).

Partie 111

IT1.1) Soit ig € [1,n — 1] tel que u;, = mini<;<n—1 ;. Si u;, < 0 on a aussi w;, = ming<;<, u; car ug = u, = 0. Donc
Ujp—1 + Uig+1 — 2%0 >0, or fz > 0 donc

_ Ujy—1 + Uig+1 — 2U;
Vviouio - fio + = (A;)2 : >0
or V;, > 0 donc u;, > 0. Finalement u;, <0 = u;, > 0, donc u;, > 0.

I11.2) On calque la démonstration de la partie I7. On considére la fonction

¢ : {0} xR"1x{0} — Rr!
u = (Viwg — SR



Elle est linéaire et la question précédente montre que son noyau est réduit a {0} (raisonner comme en 2.4), c’est un
isomorphisme car I'espace de départ et I’espace d’arrivée ont méme dimension. En particulier elle est bijective et le
systéme (6) posséde une unique solution.

IT1.3) Ona

U1+ 20 — v U1+ 2u — Ui o —u((@ = 1D)Az) + 2u(iAz) —u((i + 1)Az)
€ = L + Vv, = (Bn)? + Viu, e Viu(iAx)
donc

—u((i — 1)Az) 4+ 2u(iAz) — u((i + 1)Ax)
(Ax)?

Or f; = f(iAzx) et V; = V(iAz) et u est solution de (5) donc f; — Viu(iAx) = —u' (iAx).

Pour obtenir ensuite 1'inégalité demandée on utilise la formule de Taylor & I'ordre 4 en ¢Ax, avec majoration de Taylor-
Lagrange du reste sur [(i — 1)Az, (i + 1)Az]. Notons My = Sup;_1)aq,(i+1)Aa] |u® (z)|.

On peut écrire

)2 3
w((i+1)Az) = wu(iAr)+ (Ax)u'(iAz) + (A2 ) u'(iAx) + uu’”(iAm) +nt
. _ . o 1(; (Az)? . _( P s —
uw((i — DAz) = wu(iAz) — (Az)u'(iAx) + 5 U (iAx) u" (iAx) +n
In*| < (AQ%)MM In~| < (AQZ) My ;.

En sommant ces deux égalités

—u((i — 1)Az) + 2u(iAz) — u((i + 1)Ax) _ (ine) at
(Az)? (Az)?
et N (A )2
nt+n -
| — < )
el =1"anz | = T M
111.4)
—wiy1 + 2w, — wi—1 = —Vip1 +20; — vi_1 — s (—i=1)n=0C-1))+2in—0)—(GE+1)(n—(i+1))
=2
De plus Ax = % donc
—wiy1 + 2w; —w;—q Vi = e ViE i(n —1) —EZJ;Z'

(Az)? 2 n?

avec f; <€ — F <0. Donc, d’aprés 3.1, pour tout ¢ w; < 0.
I11.5) Pour la méme raison, en remplagant F par —E nous aurons z; > 0 pour tout i.

E i(n—i)
2 n?2 -

I11.6) Tl résulte des deux inégalités précédentes que Vi € {0,...,n} |v;]| <
Or, pour tout ¢ de [0,n], t(n —t) < %2 et B < {5 (max,ep 1) [u® (2)]) (Az)?
Par conséquent

1
. o . — il < (4) _ 2
Vi Ju; — u(iAz)| = v < % (zrél[%,}i] [ (z)|( M4)> (Azx)

Soit x € [0, 1], pour tout n il existe i, tel que % <z < % c’est-a-dire i, Az < x < (i, + 1)Ax.

On a donc limi, Az = x et aussi limu(i,Az) = u(r) puisque u est continue. Mais pour tout n |u;, — u(i,Az)| <
5 My (Az)?, donc limu;, = u(z) et la convergence est assez rapide (en O(-%)).

II1.7) Puisque Viu(iAx) — f; — u”(iAz) = 0 on obtient I; — v’/ (iAz) = V;(u; — u(iAz)) donc
i — v’ (iAz)| < sup |V(2)||u; — u(iAx)|

z€[0,1]

on peut prendre A = g Supgefoq |V (2)]-



I11.8) 1 est la fonction affine par morceaux qui vaut l; en iAx et est affine sur [iAz, (i + 1)Az]. Si x est dans [0,1] il

existe un unique i tel que 7 soit dans [iAz, (i + 1)Axz].

o)~ (@) = bt Tl — 1)~ (@)
(i+ 1Az —x x —iAx

- li+ Ax

o
AL liv1 —u"(x)

i+ 1Az —x x —iAz i+ 1Az —x x —iAz

AL (liv1 — " ((i + 1)Az) +

(v’ (iAz) +

Az Az

On écrit alors la formule de Taylor a 'ordre 2 en z pour u”

(iAr — )% _

o’ (iAz) = u"(z) + (iAz — z)u"" () + 5 n;

avec |n; | < My.
De méme pour u”((i + 1)Ax), avec n;.
On reporte dans la derniére inégalité. Les termes en u”(x) et w'”(z) disparaissent.

Puisque

I'inégalité triangulaire donne

|+ |n; |

(A2

@) — " (@)] < [ — " (D) + lss1 — u"( +1)Aa)] +
On peut prendre B = 24 + 1.

I11.9) u” est continue donc [ u”(t)dt = u'(y) — v/(0), une nouvelle intégration donne

Soit M = — [ (fY1(t)/, dt) dy
1 Yy 1
M) < [ ([ i) - @lddy < 5 Mu(A0)?
o Jo
Il reste a vérifier que M est une combinaison linéaire des [;. Pour cela on commence par intégrer par parties :

M=[(z—1) /Oyz<t>dt1+ [ ==+ [ -1y

On utilise ensuite la relation de Chasles

n—1 ,(i+1)Az
M= Z/A (v — Vi) dy
i=0 AT

Or sur chaque [iAz, (i + 1)Ax]

_(+N)Ar -y, y—ilx
l(y) - A.’E ll + A.’E lz+1

donc

(i+1)Ax
/ (y — Di(y) dy = Ail; + Biliyq
1Ax

Avec un peu plus de de courage on pourrait exprimer A; et B;. Il m’a manqué!
v

V1)
— Si (M) = 0 alors uy est solution du systéme (7).

(i1

— Réciproquement si le systéme (7) posséde une solution non nulle v alors v’(0) # 0 (Sinon, d’aprés le théoréme de
Cauchy v serait la solution nulle car celle-ci est solution du méme probléme de Cauchy). Soit v; = ﬁv alors vy est

solution de (7) et v1(0) = 1 donc v; = uy et (N\) = v1(1) = 0.



IV.2) On multiplie chaque membre de (7) par u(x) et on intégre entre 0 et 1.

/01 —u' (z)u(z) dx + /01 V(z)u?(z) do = /\/01 W2(z) dz

La transformation de la premiére intégrale a ’aide d’une intégration par parties conduit, puisque u(0) = u(1) =0, a :

/Ol(u'2(x) + V(x)u*(x)) dz = )\/01 u?(z) dx

IV.3) Si A < Vp alors § = w2 + (V — M\)u? est continue et positive. D’aprés la question précédente sont intégrale est
nulle, elle est donc nulle. En particulier «’ est nulle or u(0) =0 donc u = 0.

En résumé si A < V; la seule solution de (7) est la fonction nulle.

IV.4) On suppose A > Vp, on pose a = VA > 0, I'équation différentielle peut s’écrire
u”’(x) + oPu(z) = V(z)u(z)

En particulier u) est solution de ’équation différentielle
y'(2) + a%y(w) = V(@)ur()

La solution générale de 1’équation homogéne associée a I’équation précédente est
y(x) = Acos(azx) + Bsin(az)

On cherche une solution de ’équation avec second membre en utilisant la méthode de la variation des constantes. On
se rameéne classiquement &
A'(x) cos(ax) + B'(z) sin(ax) = 0
{ —ad'(z)sin(az) + aB'(z) cos(az) = V(z)ux(z)

La résolution de ce systéme donne

Ky = VEbsnGen) ) :

V(z)ux(x) cos(ax)

Les conditions ux(0) = 0 et w'A(0) = 1 donnent A(0) =0 et B(0) = 1.
On en déduit

Alz) = — /O"” V(t)u)\((tl) sin(at) gt B(x) ;/Ow V(t)uA(Z) cos(at) gt
et finalement .
ux(z) = A(z) cos(ax) + B(x) sin(ax) = sin(ax)a + / w

5 V(s)ua(s)ds
0

IV.5) On écrit uy(x) = h*T(z) + % et on injecte dans I’équation intégrale précédente. On obtient le résultat demandé.

IV.6) En utilisant ‘f:T(S) ds’ < (b—a)supye(qp [7(s)| on obtient directement :

x T 1
\ 0,1] |h < — \%4 h — v < =Vl |4
pel0.1) @< 2 max V)b + 5 max V@] < VI + V)
ot ||| = maxgejo,1) [9(2)]-
Par conséquent, pour A > (2||[V|)? on a Haﬂ < Let|ha < Hh;“ + Hai” soit |||l < 2@
IV.7) On peut donc écrire
sin o 1
u(1) = 0(=)
lorsque « tend vers 4oo.
En particulier :
1 1

G((5 + 2km)?) = Uz 42rm2(1)

2 :2k7r+%+0(E)

est strictement positif pour k assez grand.



IV.8) Pour la méme raison

3 1 1

V(5 + 2km)%) = u(zrkm2 (1) = =

est strictement négatif pour £ assez grand.

IV.9) On utilise la représentation intégrale (8).

. - _sin\[\x_sin\/ﬁz v sin\f)\(:cfs)u . _sin\/ﬁ(xfs)u . o) ds
(%) gau(T) = iy Vi +/0 (\& A(s) R m )) V(s)d

Considérons v, (t) = Smf””, gz est de classe C! sur |Vp, +oo[ et 7. () = % Sl;f?”” donc |7, (t)| < Vo 2‘/01\/70 =c

De l'inégalité des accroissements finis on tire

|'79:()‘> - fYCU(/’(’)l < Cl|)‘ - Ml

(c1 est indépendant de ).

De plus on peut écrire

Vo—s(N)ur(s) = Ya—s(1)un(s) = (Vo—s(A) = Ya—s (1)) ur(s) + 7a—s (1) (ur(s) — uu(s))

Or |ve—s(p)] < VLO et u) est bornée, a priori par un nombre dépendant de A. Mais si dans la méthode qui va suivre on
remplace |gx .| par |uy|, alors en utilisant I'inégalité

%
|ua(x) |<——|—/ i ” )| ds

on obtiendrait une majoration indépendante de .

Finalement, en majorant dans (x)

’ VI
9 (2)| < ca|A = pl +/0 IVIHlualler[A = pul + 70|9A,u(8)| ds

et, puisque z est dans [0,1] :

9a(@)] < ex(1 4 [VIIual) + 20 ” " lgru(s)| ds

Avec les notation de I’énoncé, et pour des constantes co et c3 naturelles :

L) < cold—pl+ealy u(x)
() —eslypu(x) < cal A — pf
e et (IS\,;L(:E) CSI)\,M(‘T)) < 02|>\ — /j,‘e_c?’z
d
%(Q*CSII)\#(;I;)) < 02|>\ _ M‘e*cg,m
eicSIIA,,u(z) < Cﬁp\ _ u\(l _ 6*631?)
C3
C
Dou() < 2= pl(e™” —1)
C3

I ne reste plus qu’a utiliser cette inégalité dans I'inégalité vérifiée par gy, pour obtenir.

|9xu(2)] < Cal A = pl + ca| A — pf(€F = 1) = eaf A — ple™” < cae|X — pf

IV.10) On vient de voir & la question précédente que (en prenant z = 1)
ua(1) —up(1)] < c2fA — ple® = ca| A — p
(remarquons que ¢4 dépend de \). En faisant tendre p vers A on obtient
tim ¥() = v(3)
A étant quelconque on a bien établi la continuité de 1 sur Vg, +ool.

IV.11) Considérons les ko et ki des questions 4.7 et 4.8 alors pour tout n entier ¥[(F (ko + k1 +n)(2m))?] > 0 et
V[(2F 4 (ko+k1+n)(27))?] < 0 et ¢ est continue, donc il existe A, dans [(Z -+ (ko+k1 +n)(27r)) (22 +(ko+k1+n)(2m))?]
tel que ¥(A\,) = 0. D’aprés la question 4.1 uy, est une solution non nulle du systéme (7).

Il est clair que la suite (A, )nen tend vers +oo.



