Mines-Ponts PSI 2020
Mathématiques 2

corrigé

I. Question préliminaire

1. Il s’agit de démontrer que la relation ORTS, définie par :

VA, B € M,, Aest ORTS 4 B += 3Q € O,, B = 'QAQ,

est réflexive, symétrique et transitive.

o Réflexivité : YA € M,,, A est ORTS a A, car I,, € O,, et A= I,Al,.

o Symétrie : VA, B € My, A est ORTS & B = B est ORTS a A, car si Q € O, est tel que
B = 'QAQ, alors Q =Q '€ 0, et A=QB'Q = ('Q)BQ.

o Transitivité : VA, B,C € M,,, A est ORTS & B et B est ORTS & C = A est ORTS a C, car
si Q,Q" € O, sont tels que B = 'QAQ et C = 'Q'BQ’, alors QQ’ € O, et C = Q''QAQQ’ =
(QRNAQR).

Donc la relation ORTS est bien une relation d’équivalence sur M,,.

II. Exemples

2. (a) Soit S €S8,.Ona 'S =S5, donc :
(C1) 'S =S8 =P(S) ou P est le monoéme P(X) = X.
(C2) S est normale puisqu’elle commute avec 'S = S.
(C3) Pour tout X € E,, ||'SX]|| = ||SX]|| de fagon évidente.
(C4) D’apreés le théoréme spectral, S est ORTS a une matrice diagonale, donc diagonale par blocs
avec des blocs diagonaux tous de taille (1, 1), donc S vérifie (Cy).
(b) Soit A € A,. On a *A = —A, donc :
(C1) A= —A = P(A) ou P est le mondome P(X) = —X.
(C2) A est normale puisqu’elle commute avec A = —A.
(C3) Pour tout X € E,, ||'AX|| =] — AX| = ||[AX|| par homogénéité de la norme.

3. Soit Q € 0,.Ona ' Q=Q ' e€0,, donc :

(C2) Q est normale puisqu’elle commute avec 'Q = Q1.
(C3) Pour tout X € E,, [|'QX| = || X|| = ||QX|| puisque les endomorphismes de E,, canoniquement
associés & Q et 'Q = Q! sont des isométries.

Rgq. Cela se retrouve par le calcul ||QX|]? = {QX)QX = X'QQX = XX = || X|?

4. La matrice T' € O3 est de type R(0) ou S(0), ou 6 € R (voir les rappels de cours en préambule).

(a) Cas T = S(0).
Dans ce cas, la matrice M = rT est symétrique réelle, donc d’aprés la question 2, elle vérifie les
conditions (C1) a (Cy).

(b) Cas T'= R(0).
Dans ce cas, la matrice M = rT' = rR(6) vérifie la condition (C4) de fagon évidente (M est ORTS
a elle-méme), et elle vérifie la condition (Cq) puisque
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donc *M = P(M) ou P(X) = 2rcos(f) — X € R[X].
Rq. On peut « deviner » ce polynome en en cherchant un de degré 1, ou en se souvenant que
pour toute matrice inversible A de taille (2,2), on a A™1 = m(tr(/l)[g — A), ce qui donne ici

T =T71 =2cos(0)Iy — T, ou en regardant la question 14 de la partie V.

III. Deux premiéres implications

5. Si A vérifie (Cy), alors A vérifie (C2) puisque la matrice A commute avec tout polynéme en A.

6. Supposons que A vérifie (Cz), i.e. que A'A = *AA. Alors pour tout X € E,
IPAX2 = (tAX)'AX = X AAX D X Ax = (AX)AX = |AX|2.
Donc VX € E,, ||"AX| = ||AX|| (puisque les normes sont positives), i.e. A vérifie (Cs).
IV. La condition (Cj3) implique la condition (Cj)

7. On suppose que A = [b d] € My vérifie la condition (Cg), i.e. que VX € Fa, ||'AX|| = ||[AX]|.

(a) Montrons qu’on a nécessairement b = c ou (b= —c # 0 et a = d).
e Pour X = [(1)], on a ||[AX|| = VaZ +b2 = ||'AX|| = Va2 + c2, donc b = ¢?, i.e. b= +c.

Si b = ¢, alors on a le résultat voulu.

e Sinon, alors b= —c # 0 et pour X = [ﬂ ,on a alors :

I'AX|* = (a+0)* + (d = 0)* = | AX|* = (a = b)* + (b+ d)?

i.e. aprés simplification (a — d)b = (d — a)b, et donc a = d puisque b # 0.
On a donc bien nécessairement b = c ou (b = —c # 0 et a = d).

(b) e Sib=c, alors A est symétrique réelle donc A vérifie (C4) d’aprés la question 2.
e Sib=—c#0eta=d, alors

A= [a _b} — rR(O) = [rcose —rsin&]
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our € R} et 6 € R sont tels que a = rcosf et b=rsind, i.e. ot et 6 sont respectivement le
module et un argument du complexe a + ib (on a bien r > 0 car b # 0).
Donc dans ce cas, A vérifie (Cq) de fagon évidente (A est ORTS a elle-méme).

Dans tous les cas, la matrice A vérifie donc bien la condition (Cy).

8. Rq. Les deux méthodes ci-dessous présentent les mémes calculs sous deux formes différentes.
Méthode 1.

Les identités remarquables ||u £ v||* = ||ul|? + ||v||? & 2(u|v) donnent, pour tout X € E,,

o (A= AL)X|? = |AX — AX|]? = || AX||2 + \2|| X||2 — 2A\(AX|X), et
o [MA-ML)X|]? =[|("A = AL)X|? = |"AX — AX|? = [ "AX||? + X2[| X[|? — 2 (*AX|X).



9.

Or (AX|X) = {AX)X = 'X'AX = (X|'AX) = (*AX|X), et on suppose que A vérifie (C3), donc
|AX]|? = || *AX||?. Ainsi VX € E,, ||[(A—AL,)X]| = || (A — A,,)X|| (car les normes sont positives), i.e.
A — \I,, vérifie (Cs).
Méthode 2.
En revenant a la définition de la norme associée au produit scalaire, on a, pour tout X € E,, :
o [[(A—AL)X|? = X (A~ M) (A - A[)X = X (YAA - XA - \'A+ N[, X .
= X UAX — AXAX - ANXAX + N2 XX
o |[{(A—-ML)X|? = X(A—- M) (A —-A[)X = X(AA - MA - N4+ N\21,)X .
= XAAX - A'XAX - AN'X'AX + N2X X

Or A vérifie (C3) donc X 'AAX = (AX)AX = |[AX|? = ||"AX||? = ('AX)'AX = XA'AX. Ainsi
VX € Ey, [[(A—= ML) X|| = | '(A — M,,) X (car les normes sont positives), i.e. A — \I,, vérifie (Cg).

(a) Vu la question précédente (et la séparation de la norme), pour tout X € F,, et tout A € R :

(A= M,)X =05, <= [(A—\,)X] =0
— [[YA-XL)X||=0
— YA-M)X =("A- )X =0g,.

Ainsi pour tout A € R, Ker(A — \I,,) = Ker(*A — \I,,), et donc les matrices A et *A ont les mémes
sous-espaces propres.

(b) Soient A\ # u dans R et soient X € Ker(A — A\I,,) et Y € Ker(A — ul,) = Ker(*A — ul,). Alors
AX = MX et *AY = pY, donc :

AX|Y) = (AX]Y) = {AX)Y = X 'Y = (X|'AY) = p(X|Y)

et donc (X|Y) = 0 puisque A # p.
Les sous-espaces propres de A sont donc bien deux & deux orthogonaux.

10. Montrons que A, qui vérifie (Cg), est diagonalisable si et seulement si elle est symétrique.

11.

e Si A est symétrique, alors A est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral.
e Supposons A diagonalisable. Alors ses sous-espaces propres sont supplémentaires dans FE,, (carac-
térisation de la diagonalisabilité), et d’aprés la question 9, ils sont deux a deux orthogonaux.

En concaténant des bases orthonormales des sous-espaces propres de A, on obtient donc une base
orthonormale de diagonalisation de A, donc la matrice de passage P de la base canonique a cette
base de diagonalisation est orthogonale et telle que D = P~'AP = 'PAP est diagonale.

Ainsi A = PD'P est symétrique puisque ‘A = Y{PD'P) = P'D'P = PD'P = A.
(a) Montrons comme indiqué que toute matrice orthogonalement semblable & A vérifie (Cg).
Soient Q € O,, et B = QAQ. Alors pour tout X € E,, sachant que Q'Q = 'QQ = I, :
e |BX||? = {BX)BX = 'X'BBX = X'Q'AQQAQX = X Q'AAQX = | AQX|]?
o |'BX|? = {(*BX)'BX = 'XB'BX = W'QAQQ'AQX = X 'QA'AQX = ||'AQX]|]?
Or A vérifie (C3) et QX € E,, donc [|[AQX]|| = ||"AQX]|. Ainsi VX € E,,, |BX]|| = ||'BX]|| (car

les normes sont positives), i.e. B vérifie (Cg).

(b) Montrons que A est ORTS a une matrice de type {A

1 0 L.
0 A2] ou Ay € My, et Ay € M,,_, vérifient
(Cs), avec p € {1,2}.



e D’aprés le théoréme 1 du préambule, 'endomorphisme f de R™ canoniquement associé a A
admet une droite ou un plan stable. Notons F' ce sous-espace stable, p € {1,2} sa dimension,
et @) la matrice de passage de la base canonique de R™ & une base orthonormale de R™ adaptée
a I (i.e. commengant par une base orthonormale de F').

Alors @ est orthogonale (comme matrice de passage entre deux bases orthonormales) et la
matrice B = Q71AQ = 'QAQ est la matrice de f dans une base adaptée au sous-espace stable
F', donc est triangulaire supérieure par blocs, de type

_ _ A1 A
o[t 4]

ot A € My, Ay € M,,_, et oit A3 est une matrice réelle de taille (p,n — p).

e Montrons que A3z = 0.
D’aprés l'indication montrée en (a), la matrice B vérifie la condition (Cg), donc VX € E,,
|BX||? = || 'BX||?, i.e. en explicitant ces calculs de normes comme en (a) :

(x): VX €E, 'BBX='XB'BX.

Or pour toute matrice M € M,, et tout i € [1;n], en notant e; le i-éme élément de la base
canonique de E,, (i.e. la colonne dont tous les coefficients sont nuls sauf le i-éme qui vaut 1),
le calcul 'e;Me; donne le i-éme coefficient diagonal (M);; de M.

Vu (%), les matrices 'BB et B'B ont donc les mémes coefficients diagonaux. Or un calcul par
blocs donne

t4, A, ‘4, Ay
fAs Ay tAsAs + As Ay

A tA; + A3 tAs  AstAg

t _
BB = Ay s Ay Uy

} et B'B= {
donc les égalités des coefficients diagonaux de BB et B'B donnent en particulier, pour tout
i € [1;p], (*A141)i; = (A1%41)i; + (A3%A3);, et donc en sommant ces égalités :

tI‘( tAlAl) =tr A, tAl) + tl"(Ag tAg).
Or par propriété usuelle de la trace, on a tr('A;A;) = tr(A4; 'A1), et donc :

tr(As 'As) = tr('A3As) = ||A3]* =0

ou l'on a encore noté || - || la norme associée au produit scalaire usuel (M, N) — tr( M N) sur
My n—p(R). Ainsi ||Az|| =0, et donc Az = 0 (par séparation de la norme).
A
Ainsi A est orthogonalement semblable a la matrice B = [ 01 2 ]
2

e Montre que A; et Ay vérifient (Cg).

X}oqueEpet

En calculant par blocs les produits de I'égalité (x) ci-dessus, avec X = { Xl
2

Xs € E,,_p, on obtient :
V(Xl,Xg) S Ep X En_p, tXl tAlAle + tXQ tAQAgXQ = tXlAl tAle + tX2A2 tAgXQ.
En considérant successivement les cas ott X9 = 0 puis X; = 0, on obtient :

VXl S Ep, tXl tAlAle = tXlAl tAle, i.e. ||A1X1”2 = ||tA1X1H2
VX5 € En_p, tXQ tA2A2X2 = tXQAQ tAQXQ ie. ”A2X2”2 = ” tA2X2H2

ou l'on a encore noté || - || les normes associées aux produits scalaires usuels sur E, et E,_,,.
Ainsi VX € B, A1 X1]| = || *A1 X1 et VX2 € Ep_p, ||A2X2|| = || *A2X2|| (car les normes sont
positives), i.e. Aj et Ag vérifient (Cg).



12. Montrons par récurrence sur n € N* que VA € M,,, A vérifie (C3) = A vérifie (Cy).

o [nitialisation.

Le cas n =1 est trivial puisque toute matrice de M vérifie (Cg) et (Cy).

Le cas n = 2 a été démontré en question 7.

Héréditeé.

Soit n > 3 tel que toute matrice carrée de taille < n — 1 vérifiant (Cg) vérifie aussi (Cy).
Soit alors A € M,, vérifiant (Cg).

A
D’aprés la question 11, A est orthogonalement semblable & une matrice B = { 1 0 } ouA; € M,

0 Ay
et Ay € M,,_,, vérifient (Cg), avec p € {1,2}. Par hypothése de récurrence, les matrices A; et A
vérifient donc aussi (Cy), i.e. sont ORTS a des matrices B; et By diagonales par blocs avec des
blocs diagonaux de type (A) ou rR(f), our > 0et A\, 6 € R.

Notons Q1 € O, et Q2 € O,,_, des matrices telles que By = Q141Q1 et By = 1Q242Q. Alors un

calcul par blocs donne :
Bl 0 o th 0 A1 0 Ql 0
0 By |0 Q|0 Ay |0 Qo

@1 Cg ] est orthogonale puisque
2

et la matrice Q = [ 0

w-[3 38 814 dal -l )

Ainsi par transitivité de la relation ORTS, A est ORTS & la matrice [%1 0 } , qui est diagonale

By
par blocs avec des blocs diagonaux de type (A) ou rR(#), our > 0 et A, 0 € R, puisque c’est le cas
de By et By. Ainsi A vérifie (Cy).

Conclusion.

On en déduit par récurrence que Vn € N*, si A € M,, vérifie (Cs), alors A vérifie (Cy).

V. La condition (C,4) implique la condition (C)

13.

(a) Méthode 1.

L’application ¢ : C,—1[X] — C", P — (P(21),...,P(zn)), est clairement linéaire et injective
(car le seul polyndéme de degré < n — 1 admettant n racines distinctes est le polynéme nul). Et
comme les espaces C,_1[X] et C" sont de méme dimension finie (a savoir n), 'application ¢ est
un isomorphisme.

Ainsi le n-uplet (z1,...,%,) € C" a un unique antécédent par ¢. Autrement dit, il existe un unique
P € C,,—1]X] tel que pour tout k € [1;n], P(z;) = Z.

Meéthode 2 (constructive, avec les polynomes de Lagrange).

n
Considérons, pour tout k € [1;n], le polynéme Ly défini par Ly(X) = Hl Zinz
‘]:
J#k
Par construction, Ly est de degré n — 1, admet les z; pour j # k comme racines, et vaut 1 en zj.

n

De plus si des scalaires Aq,..., A\, € C sont tels que Y AyLj = 0, alors en évaluant en zj, oil
k=1

J € [1;n], on trouve A\; = 0, donc la famille (Lq,..., Ly) est libre, et est donc une base de C,,—1[X]

au vu de son cardinal.



Ainsi tout P € C,,_1][X] se décompose de fagon unique comme combinaison linéaire

n
P =Y MLy,
k=1
ott (A1,...,An) € C", et l'on a alors, & nouveau en évaluant en z;, P(z;) = A;, donc :

Vj € Hl;n]],P(Zj) =zj Vj € [[1§n]]7)‘j =zj.

D’ou I'existence et I'unicité de P € C,,—1[X] tel que Vj € [1;n], P(z;) = Zj : c’est 'unique polynéme
de C,_1[X] dont les coordonnées dans la base (L1, ..., L,) sont les scalaires z1, ..., Z,.

(b) On suppose de plus que pour tout k € [1;n], zx € Z, donc on a aussi P(Zg) = Z = 2.
Montrer que P € R[X] revient & montrer que P = P, oi P est le polynome dont les coefficients
sont les conjugués de ceux de P. Et vu I'unicité montrée en (a), il suffit pour cela de montrer que
pour tout k € [1;n], P(z) = Zg.
Or il est clair que pour tout z € C, P(z) = P(%), donc pour tout k € [1;n], P(z) = P(Z) = Zk.
On a donc bien P = P, ie. P € R[X].

14. Notons x(X) = X2 — tr(rR(0))X + det(rR(#)) = X2 — 2rcos(0)X + 12 = (X — re)(X — re™) le
polynéme caractéristique de la matrice rR(0), et

P(X) = x(X)B(X) +aX +b

la division euclidienne de P par x, ou B € R[X] et a,b € R.

Puisque x(re?) = 0, on a P(re??) = are® + b =re™ i.e. en séparant les parties réelle et imaginaire :

arcos(f) +b=rcos(f) et arsin(f) = —rsin(0).

Et comme y est annulateur de 7R(6) (par le théoréme de Cayley-Hamilton ou par calcul direct), on
obtient :

P(rR(0)) = arR(0) 4+ by =

arcos(f) +b  —arsin(f) ] _ [rcos(ﬁ) rsin(f)| _ (rR(8)).

arsin(d)  arcos(f) +b —rsin(0) rcos(6)

Rq. Sisin(f) = 0, alors P(r cos(0)) = rcos(0), et rR(0) = rcos(0)I2, donc de fagon évidente, P(rR(0)) =

rR(0) = (rR(0)). Mais il n’est pas nécessaire de distinguer ce cas dans les calculs précédents.
15. Soit A € M,, vérifiant (Cy), i.e. A est orthogonalement semblable & une matrice B € M,, diagonale
par blocs avec des blocs diagonaux de type (\) ou rR(f), o r > 0 et A\, 0 € R.
Soit alors Q € O, telle que B = 'QAQ), i.e. telle que A = QB Q.
Notons (A1),...,(Ap) les (éventuels) blocs diagonaux de B de taille (1,1), et r1R(01),...,r4R(0;) les
(éventuels) blocs diagonaux de B de taille (2,2), et posons :
Z={M,..., \p, re e rqeieq,rqe_wq}.
Par construction, pour tout z € Z, on a Z € Z, et donc d’aprés la question 13, appliquée en notant

Z1,...,%n les éléments deux a deux distincts de la liste A1,..., Ay, rett o=t ,rqeleq,rqe_leq, il

existe un polynome réel P tel que pour tout z € Z, P(z) = Z, i.e. tel que :
VEk € [1;p]), PO) = A et Yk € [1;q]), P(rpe'®) = rpe= .

D’aprés la question 14, on a alors Vk € [1;q], P(riR(0x)) = (riR(0)), et donc par un calcul par blocs,
P(B) = *B. On conclut alors avec le théoréme 2 du préambule que :

P(A) = QP(B)'Q = Q'B'Q = (QB'Q) = ‘A
Donc A vérifie (Cq).

Rq. On a ainsi montré par les questions 5, 6, 12 et 15 que les conditions (C1), (C2), (C3) et (Cy) sont
équivalentes, donc le premier objectif du probléme est atteint.



VI.

16.

17.

18.

19.

Exponentielle d’une matrice normale

k k
(a) Pour tout k € N, !M‘ < % et }Ln(ke)‘ k—', et la série exponentielle > % converge,
keN

r cos(k9 ¥ sin(k6) sm (k0)
et >

donc par comparaison, les séries Convergent absolument, donc convergent.

keN keN
(b) Par linéarité de la somme des séries convergentes, puisque cos(kf) + i sin(kf) = e
too & too ko too 10\k
r COS(]{?G) . r Sln(ke) (Te ) ret? r cos(0) ,ir sin(0)
27]{:! +227k! :Z = =e e
k=0 k=0 k=0

donc en séparant les parties réelle et imaginaire :

+o0o f TX kg
> rZcos(kO) _ reosto) cos(rsinf) et > o) _ greonts) sin(r sin 0).
e S =

n
Notons A = (a; ;) et B = (b;;), de sorte que AB = (¢; ;) ot ¢;j = Y a; by ;.
k=1
n

n
Alors V(i, j) € [Lin]?, leigl < 30 laiwllbr,l < kZl [Allco | Blloe = nll Allo|| Bllo-

Done [[ABleo < 1l Alloo|| Blloo-

Comme suggéré par 'énoncé, on note (M); ; le coefficient d’indices (4, j) d’une matrice M.

Rappels. On rappelle qu’une suite (My)pen d’éléments de M,, converge vers une matrice M dans M,
si et seulement si pour tout (i,7) € [1;n]?, la suite de terme général (M,); ; converge vers M, ;.

(a) Montrer que la suite (S,(A))pen converge dans M,, revient 4 montrer que pour tout (4,5) € [1;n]?,
k
la suite de terme général (Sp(A))i; = >, % converge, i.e. que la série Z k?” converge.
k=0 keN

Or par récurrence immédiate & partir de la question 17, on a Vk € N, ||A¥ o < (n|Al|s0)¥, donc

k k
_ 45 _ (]l A1)

(A%);
vkeR, ‘ BoOS T m

k!

L. . n||A
et la série exponentielle > % converge, donc par comparaison, la série Z ?” converge

keN keN
absolument, donc converge.

Ainsi la suite (Sp(A))pen converge bien dans M,,.

(b) Soit Q € O,,. Par le théoréme 2 du préambule, on a pour tout p € N :

Sp('QAQ) = 'QSy(A)Q.
Or par définition de 'exponentielle d’une matrice donnée en (a), on a S,(‘*QAQ) - Exp('QAQ).
P o0

Et vu la définition du produit matriciel (ou puisque 'application M — ‘QMQ est continue car
linéaire en dimension finie, ou via la question 17), on a '‘QS,(4)Q —+> ‘Q Exp(A)Q.

p——+o00
Donc par unicité de la limite :

Exp('QAQ) = 'Q Exp(4)Q.

(a) Par caractérisation séquentielle des fermés, montrer que &, est fermé revient & montrer que pour
toute suite (Ap)pen d’éléments de &£, convergeant vers une matrice B € M,,, on a B € &,.



Mais si A, — B, alors de fagon évidente, ‘A, — ‘B (on peut aussi invoquer la continuité
p——+00 p——+00

de la transposition, qui est continue car linéaire en dimension finie), et donc vu la définition du
produit matriciel (ou via la question 17) :

A,*A, — B'B et 'A,A, — 'BB.

p——+o00 p——+o00

Ainsi si pour tout p € N, A, € £y, i.e.si A, 'A, = *A, A, alors en passant a la limite, B'B = ‘BB,
ie. Beé&,.
On a donc montré par caractérisation séquentielle que £,, est une partie fermée de M,,.

(b) Si A € &,,ie. si Aet 'A commutent, alors tout polynéme en A commute avec tout polynome en
A, donc en particulier, pour tout P € R[X], P(A) et P(*A) = (P(A)) commutent, i.e. P(A) € &,.
Ainsi si A € &, alors pour tout p € N, S,(A) € £, et donc par (a), Exp(A4) € &,.

20. (a) On sait que pour tout k € N, R(6)* = R(k#). Donc pour tout p € N,

Pk cos(k0 2.k sin(ko
Sy(rR(6) = S “R(k6) = |50 50
pardld Z r 51]21!(k9) Z r CL;CS!(kG)
k=0 k=0

Ainsi vu la question 16 :

cos(rsinf) —sin(rsiné)

_ arcos(0) .
sin(rsinf)  cos(rsin6) € R(rsin).

Exp(rR(0)) = lim S,(rR(f)) = e"*® {

p——+o0o

(b) Notons G,, 'ensemble des matrices de M,, qui sont ORTS & une matrice diagonale par blocs avec
des blocs diagonaux de type (i) ou aR(f3), ou pu,ae > 0 et 5 € R.
On montre que Exp(&,) = G,, par double inclusion.

e Soit A € &£,. Montrons que Exp(4) € G,,.
Les conditions (Cg) et (C4) étant équivalentes, A est ORTS a une matrice B diagonale par
blocs avec des blocs diagonaux de type (A) ou rR(), o r > 0 et A\, 0 € R.
D’aprés la question 18, Exp(A) est alors ORTS a Exp(B).
Mais pour tout p € N, un calcul par blocs montre que la matrice S,(B) est diagonale par blocs

2
avec des blocs diagonaux de type S,((A)) = (> )]‘C—T) ou Sy(rR(0)), donc en passant a la limite

quand p — +o0, on voit avec (a) que Exp(B) est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux
de type (e*) ou Exp(rR()) = ") R(rsinf).
Comme p=e* >0, a=e"" >0, et f=rsind € R, cela montre que Exp(A) € G,,.
D’ou l'inclusion Exp(&,) C Gy
e Soit M € G,,. Montrons 'existence d’une matrice A € &, telle que M = Exp(A).
Puisque M € G,,, M est ORTS a une matrice N diagonale par blocs avec des blocs diagonaux
de type (u) ou aR(B), ot u,ae > 0 et g € R.
Soit alors Q € O, tel que N = 'QMQ, i.e. M = QN 'Q.
Puisque R(0) = R(27) = I3, on peut supposer que pour chaque bloc diagonal de type aR(f)
dans N, on a («, 8) # (1,0), quitte & changer § = 0 en 5 = 27, ou a voir le bloc R(0) = I
comme deux blocs (1) de taille (1,1).
Soit alors B € M, la matrice diagonale par blocs déduite de N en remplacant :
« chaque bloc diagonal de type (u) de N par un bloc (A) o A = In(u),
« chaque bloc diagonal de type aR(3) de N par un bloc rR(6) ou r > 0 et § € R sont
respectivement le module et un argument du complexe In(a) 443, qui est non nul puisqu’on
a supposé (a, 8) # (1,0) (ce qui garantit que » = |In(a) + i3] > 0 et que 6 est bien défini
modulo 27), de sorte que rcos(f) = In(a), i.e. €0 = o, et rsin(f) = 5.



Et soit enfin A = QB 'Q, de sorte que B = 'QAQ.

Alors par définition, A est ORTS a B qui est du type décrit en (Cy), donc A vérifie (Cy), i.e.
A € &, puisque les conditions (Cy4) et (Cz2) sont équivalentes.

Et vu la question 18, Exp(B) = 'Q Exp(A4)Q. Mais vu les calculs faits dans le point précédent,
on a Exp(B) = N, donc

Exp(4) = QExp(B)'Q = QN'Q = M.

Ainsi M € Exp(&,,). D’ou l'inclusion G,, C Exp(&,,).
e On a donc bien, par double inclusion, Exp(&,,) = G,,.

21. Vu la question 20, il s’agit de démontrer que G, = F,, avec la notation G, qui y est introduite. On
procéde par double inclusion.

e Soit M € G, i.e. M € M, et M est ORTS & une matrice N diagonale par blocs avec des blocs
diagonaux de type (u) ou aR(f), ot u,a > 0 et € R. Et soit Q € O,, tel que N = ‘QMQ.

Montrons que M € F,,.

— Montrons que les valeurs propres négatives de M sont de multiplicité paire.
Puisque les matrices M et N sont semblables, elles ont les mémes valeurs propres, et un calcul
par blocs montre que le polynéme caractéristique de N est un produit de termes de type :
« X — p pour chaque bloc diagonal de N de type (p), et
* Xar(g) = X2—tr(aR(8))X +det(aR(8)) = X?—2acos(B) X +0a? = (X —ae™) (X —ae™P)
pour chaque bloc diagonal de N de type aR(S) (calcul déja fait en question 14).
Les valeurs propres de M sont donc les réels p > 0 pour chaque bloc diagonal de N de type
(), et les complexes ae®™™ pour chaque bloc diagonal de N de type aR(3).
Les valeurs propres négatives de M sont donc les éventuels ae™ ot 8 = m[27], auquel cas
ac® = qe= = —q. Ces valeurs propres sont donc de multiplicité paire, chaque bloc aR(r)
apportant deux copies de la valeur propre —a.
— Montrons que M = ST =TS ou S € S} et T € SO,,.
Un calcul par blocs montre que N = 51717 = 1151, ot les matrices diagonales par blocs S; et
T1 se déduisent de N en remplagant :
* chaque bloc diagonal de type (1) de N par un bloc (1) dans Sy et un bloc (1) dans 77,
« chaque bloc diagonal de type aR() de N par un bloc als dans S; et un bloc R(S) dans
Tr.
On a alors S; € S)* de facon évidente (car S; est diagonale et a coefficients diagonaux
strictement positifs), et T} € SO,, puisque des calculs par blocs montrent que 1T} = I,, et

det(T}) = 1. Et on a alors M = QN 'Q = (QS1'Q)(QT1'Q) = (QT1'Q)(QS1'Q), i.e.
M=ST=TS

ot § = QS1'Q € S} puisque S = {QS1'Q) = Q'S1'Q = QS1'Q = S et que S et Sp sont
semblables donc ont les mémes valeurs propres, et ot T = QT}'Q € SO,, puisqu’un produit
de matrices orthogonales est une matrice orthogonale et que T' et T sont semblables donc ont
le méme déterminant.

Donc par définition, M € F,. D’ou l'inclusion G,, C F,,.

e Soit B € F,, i.e. B a toutes ses (éventuelles) valeurs propres négatives de multiplicité paire, et
B=ST=TSouSeS"etTeSO,.
Montrons que B € G,, i.e. en notant b '’endomorphisme de F, canoniquement associé¢ a B, qu’il

existe une base orthonormale B de E,, dans laquelle la matrice B’ de b est diagonale par blocs avec
des blocs diagonaux de type (u) ou aR(S), ou p,a« > 0 et 8 € R.



— Notons respectivement s et ¢ les endomorphismes de F, canoniquement associés & S et T'.
Par hypothése, s est un endomorphisme symétrique a valeurs propres strictement positives, et
t est une rotation (i.e. une isométrie de déterminant 1) de E,,.
Comme s est symétrique, ses sous-espaces propres sont deux & deux orthogonaux, et d’aprés
le théoréme spectral, ils sont supplémentaires dans FE,,.

— Soit A > 0 une valeur propre de s.
Comme ¢ commute avec s (car ST = T'S), t stabilise le sous-espace propre Ker(S — A\I,,) de
s, et comme t est une isométrie, 'endomorphisme ¢y induit par ¢ sur Ker(S — AI,,) est encore
une isométrie, de sorte que sa matrice T dans une base orthonormale de Ker(S — AI},) est une
matrice orthogonale.
Mais alors T)\ vérifie (Cz2) (cf. question 3), donc aussi (C4) (ces conditions étant équivalentes).
Autrement dit, il existe une base orthonormale By de Ker(S — AI,,) dans laquelle la matrice
T3 de ty est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de type (v) ou rR(6), ou r > 0 et
v,0 € R. De plus comme T est inversible (car ¢y 'est puisque c’est une isométrie), les blocs
diagonaux de type (v) de T} sont nécessairement tous non nuls.

Rgq. Plus précisément, les blocs diagonauz de Ty de taille (1,1) sont égaux a (£1), et ceux
de taille (2,2) sont de type R(0) (i.e. avec v = 1) puisque T est orthogonale (comme
matrice d’une isométrie dans une base orthonormale), donc ses colonnes sont normées.
Cela généralise la réduction des isométries en dimension < 3, au programme de la classe
PSI, au cas des isométries en dimension finie arbitraire.

Comme l’endomorphisme s) induit par s sur Ker(S — A\I,,) est 'homothétie de rapport A, sa
matrice dans la base By (comme dans toute base) est AI, ot p = dim Ker(S — AI,,).

Ainsi b = sot =t o s stabilise Ker(S — AI,,) et y induit un endomorphisme by dont la matrice
dans la base By est AT}, donc est diagonale par blocs de type (1) ou aR(6), ot p = Av # 0 et
a=Ar>0 (car \,r >0et v #0).

— En concaténant les bases orthonormales B) de chaque sous-espace propre Ker(S — A1) de s,
on obtient ainsi une base orthonormale B de E,, (car les sous-espaces propres de s sont deux a
deux orthogonaux) dans laquelle la matrice B’ de b est Diag((AT})xesp(s)); donc est diagonale
par blocs avec des blocs diagonaux de type (1) ou aR(f), ot pu # 0, @ > 0 et B € R, puisque
c’est le cas des matrices AT}.

Enfin, les éventuels blocs diagonaux de type (u) avec p < 0 dans B’ correspondent aux valeurs
propres négatives de b, et apparaissent donc un nombre pair de fois par hypothése sur B. Quitte
a réordonner la base B, on peut supposer que ces blocs sont consécutifs dans B’, ce qui permet
de les regrouper deux par deux en des blocs de type puly = —pR(m), ot —p > 0.

Donc B est bien ORTS & une matrice B’ diagonale par blocs avec des blocs de type (1) ou
aR(B), ot p,a > 0et g €R.

On a ainsi montré que B € G,,. D’ou 'inclusion F,, C G,.

e On a donc bien, par double inclusion, F,, = G,,.

0o 1 --- 0
22. Vu la question 21, il s’agit de voir si B = O 0 B 1 € Fn.
1 0 --- 0

Or par définition, B est une matrice orthogonale (car ses colonnes forment une base orthonormale de
E,), de déterminant (—1)""! et de polynome caractéristique xg(X) = det(XI, — B) = X" — 1 (en
développant ces deux déterminants par rapport & la premiére colonne, le second redonnant le premier
en I’évaluant en 0), d’ou la discussion suivante :

e Sin est pair, alors B admet —1 comme valeur propre de multiplicité 1, impaire, donc B & F .

e Sin est impair, alors B n’admet pas de valeur propre négative et appartient & SO,,, donc B € F,
(avec la décomposition évidente B = ST =TS ou S =1, et T = B).
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