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I . Généralités, cas particuliers

1.

Notons a,, = (pn) . Pour tout z € C*, on a :
(pn)!
pn)!
a1z 1] _ oo+ 1)) m)t (1 . 1>T B
|an2"] [p(n+1)]! (pn)" n) (pn+1)(pn+2)-- (pn+p)
donc lim M =0 < 1 et, d’apres la régle de d’Alembert, la série Z anz™ est absolument convergente.

n—+oo |up (2)]
Le rayon de la série entiére E anz™ est donc +o00. La deuxiéme série entiére (lacunaire et dont le coefficient
n’est pas le précédent) converge donc aussi pour tout z € C et son rayon de convergence est donc +oo.

Les énoncés Ho 1 et Hop 2 sont vrais car :

+too  p +oo 2n
T 1 T 1 1
S, :§ =" -1 ~ e =22%" et S :E =ch(z)—1 ~ =¢® = =x%"
0.1 (@) ot n! € +oo € 13? e et (@) = (2n)! ch () +o0 26 233 €

IT . Une démonstration probabiliste de H, ;

Soit x € R’}.. Sous réserve d’existence, 'espérance de (Z,)" est, avec le théoréme de transfert :

n

E((Z:)") =E (()im)r) = :zj) (E)TIP’(Xz =n)= :2:.:? (%)re"”%l = e;c :Iijnril = Z—TSM (2)

On a vu au passage une série absolument convergente (d’aprés la question 1) donc cette espérance existe bien.

e L’espérance et la variance de la loi de Poisson de parameétre ”\” =z > 0 sont : E(X,) =V (X,) = z.

Par linéarité de I'espérance il vient E (Z,) = LE (X,) = 1 et suivant la formule "V (aX +b) = a®V (X)” il
vient V(Z,) = 5V (X,) = 2.

e Comme Z, est une v.a.r. admettant une variance, I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev donne, pour

Dy 1
5:3:_%:P(|Z$—E(Zw)|>x_%><u et donc P(|Z$—1|>3:_%)<—1 — 0.

.’E_% T3 xr——+00
T
e Pour x > 1 le réel a = (1 . x’%) est strictement positif et la v.a.r. (Z,)" admet une espérance d’aprés

3°). L’inégalité de Markov donne alors : P ((Z;)" > a) < W Or ¢ — " est croissante sur Ry (car r > 0)

donc: ((Zp)" > a)= (Z:r: >1- x*%) et il vient bien, en multipliant par le réel positif a :

(1-27%) B (Z21-27%) > B(Z))

e On a déja lim (1 - :c*%) = 1 et on a par ailleurs (Zz <1l- x*%) C (|Zz -1 > x’%) donc, avec la

croissance de P et la question 4 :

O<P(Z$<1—x_é)gP(|Z$—1|>x—%)_>0
1
3

En passant au complémentaire : P (Zm >1—a ) =1-P (Zm <1- x’%> — 1 et le produit tend encore
vers 1 : .,
lim (1-274) P(Z21-0274) =1

A nouveau, 'espérance de Y, n existe (la série qui suit est bien AC), car avec le théoréme de transfert :

“+o0
EY,n) = E(Xx(mel)"'(Xz*N+1)):Zn(nfl)~~(an+1)IP’(Xz:n)
oo mnnzo +oo xan
- Zn(n_l)m(n_]\H_l)eimF:xNeimZ(n—N)l:xN
n=N ’ n=N :



10.

Pour N € N* fix¢, la famille (H}),_; y est échelonnée en degré (deg H; = j) et de cardinal N 41 dans Ry (T)
qui est de dimension N + 1. C’est donc une base de cet espace vectoriel et le polynome TV (I'indéterminée

N
est T ici) se décompose en TV = Zaka pour un unique (ag,--- ,ay) € R¥*1. Comme N > 1 on a par
k=0
évaluation en 0 : 0 = ag et aussi ay = 1 (coefficient dominant) donc
N
TV = Zaka. et ay=1
k=1
N N
- N . o s
Alors il vient pour tout z > 0: (X,)" = Z apHy (X,) = Z arYy . Ensuite, la linéarité de I'espérance et la
k=1 k=1

question 6 (puisque tous les indices k sont_2 1) donnent :
1 1 & ) 1 o

E(ZIN):—E(XIN):— E(Y,,) %Y — k

(Zz) —vE((Xa) - g aB(Yor) = —5 d " ayx

, N
En conséquence : E ((ZI) ) ~ —x Xanz" =ay = 1.
r—+o0 x

e Soit N =[r], s=r— N €]0,1[. On peut étudier sur R, la fonction ¢t — s (¢t — 1) + 1 — ¢* mais appliquons
plutot le TAF a la fonction f : ¢ — t°. Pour t € Ry cette fonction est continue ”[1,¢]” et dérivable sur ”]1,¢[”.
11 existe donc ¢ = ¢; € |1, ¢[” tel que

t5—1=(t—1)f (c)=sc"" (t—1)

Remarquons que, puisque s — 1 < 0, t — t°~! est décroissante et :
- si t =1 la majoration est triviale.
-sit>1lalorsl<c<tdoncc® ' <letcommes(t—1)>0:t—1<sx1x (¥—1)
-si0<t<lalorst<c<1ldonce® ! >1etcommes(t—1)<0 onaencoret’—1<sc* t(t—1)<s(t—1).
CQFD.
e On a alors, avec t = Z, : (Zy)" = (Zo)Y x (Z2)° < (Za)" [ (Zo — 1)+ 1] = (s — 1) (Zo)" + s (Z)V 1.
La minoration de la question 5 et la linéarité de ’espérance donnent :

p@)=F(Z>1-278) (1-278) <B(Z)) < (- DB ((Z)Y) + 5B ((2)) =)
On a vu a la question 5 que 11111 p(z) = 1 et de plus N étant fixé dans N* la question 7 donne

lim ¢(z) =(s—1)x1+ s x 1= 1. Par pincement on obtient alors lir_ir_l E((Z,)")=1.

Tr——+00

III . Démonstration de H,., pour p > 2

e Soit > 0. La fonction ¢, : [1,+oo[— R:t+—— 17" (t —1)" —x est de classe C! et pour tout ¢ > 1 :
O ) =1=r)t (=1t —1) T =t =) Tt —1) > 0sit#£1
Ainsi @, est une bijection continue strictement croissante de [1,+oo[ sur [p, (1), tETOwa ) [= [~=z, +ool.
Comme —z < 0 la fonction ¢, s’annule une unique fois, en un réel ¢,, > 1 qui est donc tel que :
Vi€ [1t] 0, (1) <0 et Vit € [ty, +oo ¢, () >0

e On a alors pourn > 1:

n" n (n_ 1)7" n— o —r T n—
U (T) — up—1 (z) = ﬁ@" - ml“ t= —ﬁm ! [nl (n—1) —33] -7 1%; (n)

s T

et donc pour n < [tz] up () — up—1(x) = 0 et pour n > [t.| + 1 uy () — up—1 () < 0, ce qui donne le
résultat annoncé.



11. Pour o € R, on a lir+n ¢, (. +a) = o — r puisque :

. zta) = (@+a) T (@ta—1) —z=glT {(Hz)“ (1+ O‘;ly—q

) 2 )
- x{a;TJro(i)] —a—r+0(1)

Montrons alors que lim ¢, —x —r = 0. Soit € > 0.
r—-+00

-Poura=r+econa HT 0, (x+7+e)=c>0etilexiste donc z™ > 0tel que: Vo >zt ¢, (z +7r+¢) > 0.
T— 100

Les variations de ¢, donne alors :
Vo > ot t, <x+r+e

- De méme avec @« = r — ¢ on a IEIJPOOQOI (x4+r—e) = —e < 0 et il existe donc 2z~ > 0 tel que :
Ve 2 a~ ¢, (x+7+¢€) <0et alors :

Ve >z~ TH+r—e<t,
En posant 7o = max (z7,z7) il vient : Vo > 29 —e<t, —x—1r <e. CQFD.

x
12. Soit k € Z fixé. Pour x assez grand on a |z| + k € N et (avec |z o x)

Uk (x) (2] +Fk
upy (@) (=] +k
_ < |z] + k)r y xk N
Ed (lz] + &) ([z] +k=1) - ([z] +1) +oo
13. Soit m € N*. On a, d’apreés ce qui précede :
L] 0
Z u; () Z U1k (2) 0

i=|z)—m _ k=-m -y Ula)+k ()

)" e l=]!
)!xL 14k o LIBJTQZLIJ

1

= —m+1
’u,m (x) ’u,m (x) ke —m ULQJJ (.T)
et donc pour z assez grand ce quotient est supérieur ou égal & m. CQFD.
Soit donc x1 > 0 tel que :
1 L] 1 L] 7
Vo > x < — i = — ) —
TZr U (o) - Z u; () - "
i=|x]—-m i=|x]—-m

lz] +oo
z" ¢z 't z"e”
Voo up (@) < o TS~ m
i=|z|—m =0
14. e Premiére étape : Soit k € Z fixé. Montrons que lim Lgfe’;(m) 0
xr—

Pour € > 0, notons m = L%J + 1, de sorte que % <met % <e.
La question 12 donne a > 0 tel que : Vo > a u|;|4x (T) < 2u|4) (7)

La question 13 donne pour cet m 1a I'existence de A > a > 0 tel que : Vo > A 0 < up, (v) < 55 et
finalement :

z"e”

Ve > A 0< up)4p () < 2ug) (2) <2

<ex"e® CQFD

m
e Deuziéme étape (indiquée par 'énoncé).
La question 11 donne B > 0 tel que Vo > B —1<t, —x —r <1 et donc, puisque |z] <z < |z] +1 et
|r] <r < |r|+1il vient :

Vez2B |z|+|r]—-1<t, <|z]+[r]+3

3



15.

16.

Comme les bornes de I'encadrement sont des entiers, on en déduit que :
(1) Ve>B |t:|=|2]+i, aveci, € I={[r| -1, [r], [r]+1, [r]+2}

99 299
1

Remarquons que ce de I'énoncé dépend a priori de x mais que ’ensemble I est fixe et fini.

o Troisiéme étape : Montrons enfin que M, = 0, 1o (7€) .

Notons d’abord que, d’apreés la question 10 on a : M, = u,| ().

Soit alors € > 0.

La premiére étape de cette question donne, pour tout k € I C Z (de cardinal 4) un réel 7 A” = Ay > 0 tel que :
(2k) Vo> Ap upg)4n (2) < ez’e”

Si on pose A, = max (ALv'J—lvALrJaALrJ+1vALrJ+2aB) on a alors :
Ve > A: 0< M, <ex'ée”

En effet pour un tel z > A, la propriété (1) donne que M, = uj4, | (T) = U|g)4i, (z) avec k =i, € I et
(2) donne alors u|; |44, (z) < ex”e®. CQFD.

Pour z€ Z tel que |z =1et z# 1ona D, = 117: et donc |D,| < 1&'7{“ = \132|' Alors :
2 n"
VneN* |D < — |z|™
nEN Dy (@)] < T o

. L, . . T . . L, .
Or on a vu a la question 1, pour p = 1, que la série entiére E “r2" est de rayon infini , donc la série
majorante est convergente et, par majoration de séries & termes positifs, g |Dpuy, ()] converge.

De méme |Dpu,—1 (2)| < HE—Z‘% lz|"~" permet de conclure que Z |Dpup—1 ()| converge.

e Soit x € R fixé. Pour N € N* on a (transformation d’Abel) en notant w,, pour u, (z) :

] =

N N N-1 N
SN = Dn (’U/n,1 - un) = ZDnunfl - ZDnun = Z Dn+1un - ZDnun
n=1 n=1 n=1 n=0 n=1
N-1 N—-1 NT
= (Dn+1—Dn)un+D1uO—DN’U,N: Zz"un—l—O—DNN!xN
n=1 n=1

D’aprés la question 15 la suite (Sx) ey st convergente en tant que somme partielle d’une série (absolument)
2
[1—z|
passant a la limite quand N — 400 on obtient (sizx € Ret |z]| =1, 2 # 1) :

convergente et de plus |Dy NN < N—?mN — 0 (puisque la série correspondante converge). En
NT N1

+o00 +oo +oo n’ +oo nr
Z Dy, (up—1 (x) —up () = Z 2"y, (z) = Z z”ﬁx" = Z ) (zz)" = 8,1 (22)
n=1 n=1 n=1 n=1

o Comme les séries Z D,u, (z) et Z Dyu,—1 () sont absolument convergentes on peut appliquer
I'inégalité triangulaire généralisée. Elle donne pour tout x € R :

2
1= 2]

+o0 too
|1 (z2) < Do fun—1 () = up ()] < D lunr () = up ()]

On connait le signe de u,—1 (z) — u, (x) grace a la question 10 . Il s’ensuit que :

[ta] “+o0
2
Sk (22)] < 12| Z (un (2) = un—1 (2)) + Z (Un—1 () — un (7))
n=1 n=|t,]+1
2 duy, | (z) 4M,
< _ _ _ Aupy, -
Y uee) () R’_/uo (@) | + (w11, () =) 1—z] " [1-¢]

0
Comme on a vu en question 14 que M, = 0,1 (z"€%) il vient, par cette majoration, que

‘Sr,l (22)] = 02— 100 (z"€")

4
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17. @ Soit alors p > 2 et £ = e » . On a pour tout réel z :

p—1 +oo p—1

no o ny\k
SO ZZ F(ea) =3 Ban Y (e
k=0 k=0n=1 n=1"" k=0
p—1
Or si n est multiple de p on a Z = p et sinon Z = % = 0. Il ne reste donc dans la somme

que les indices multiples de p 1es pj, 7 € N* et donc

- +00
Zsm (") =SB i =S, ()
k=0

= (@5)!

e Faisons alors le quotient par z"e”, en isolant le terme pour k£ =0 :
p—1
pr=e”" Spp () =27 e S (2) + Z xS (ka>
k=1

Or pour k € {1,---,p— 1} le nombre complexe z = §k est de module 1 et différent de 1 donc la question
16 donne lim z7"e™ %5, (fkas) = 0 et la propriété H, 1 (prouvée en 9) donne lir_{l eS8, (x) = L.
T—1T00

r— 400

Finalement, puisque le nombre de termes de la somme est constant :  lim pz~"e™* S, , (z) = 1. CQFD.

r— 400

IV . Application & une équation différentielle

18. Analyse : Supposons que f existe telle que dans ’énoncé et écrivons
VieR f(t Z Cnt™

On a ¢; = f(0) = 1 et 'équation différentielle (F) vérifiée par f donne ¢y = f (0) = 0. De plus, d’apres le
cours sur les séries entieres, on peut dériver 2 fois terme a terme f (¢) et (E) donne alors :

Vvt e R tz (n—1)cnt" 2 th”—

ce qui donne apreés arrangements (sachant que co=0):
vt e R Z (n41)cpy1 —cn]t" =0

Par unicité du développement en série entiére de la fonction nulle il vient
1

=0 et VneN" ¢ =—-0p
Co e n e Cnat1 n(n—i—l)c

et, sachant que ¢; = 1, on prouve par récurrence sur N que : |Vn>1 ¢, = m

Syntheése : La série entiére E W a bien un rayon de convergence infini (aisé ... ), sa somme [ vérifie
n=>1
(E) (en repensant les calculs, puisque les coefficients ont été choisis pour annuler n(n+ 1) ¢,41 — ¢, ) et de

plus f/(0) =¢; = 1.

19. Utilisons la formule de Stirling n! o 2 tae "

e, = EME @n)"tre B R B N
o [n!]2 oo V2w (nn-&-%efn)z V2 n2ntl VT

CQFD.



20. Les hypothése du lemme étant présentes on a, en notant b, = ﬁ (;/71;;!4” :

“+oo
F@O) ~ gt)="> but"
n=0

t——+o0

Or pour t € Ry :

1 X

et, puisque . lir+n 2Vt = +00, la propriété H 12 donne enfin par compostion :
——+00 ’

1 1
( 2 2

) L 1 RN (
e T e

2n)
(2n)!

11 3 ta
) o~ gt) ~ — 72t> W 2Vt
FO), ~ g, ~ %XQ(J =g e

FIN

(2v4) "o L, (2v4)



