Mines PSI 2

Racine de I'opposé du Laplacien et
équation de la chaleur généralisée
1 Séries trigonométriques.
Q.1. Si fe C% alors

27

puisque |e_, ()] = 1 et |f(0)] < || f|l- La suite (¢n(f))nez est donc bornée.
Q.2. Soit f € €. On peut intégrer par parties pour obtenir

1 2T
Vn € Z, lealf)] < — /0 F(@)e_n(®)] d6 < | £]

Vn € Z, co(f') = incn(f)
Une récurrence immédiate montre que pour tout k € N,
Vn € Z, co(f®) = (in)*en(f)
Avec la question précédente, on obtient que

1]

Vn € Z¥, len(f)] < L

et on obtient la relation voulue avec Cy = 1 + |[f®)| > 0 (le 1 n’est 14 que pour assurer la
stricte positivité).
Q.3. Soit hy, : x> dpey(z).

- Les suites (hp)n>0 €t (hn)n>0 sont composées de fonctions continues.

-VneN, |full <|dn| et D (hn)n>0 converge donc normalement sur R.

-Vn <0, ||full < ldn| et > (hn)n<o converge donc normalement sur R.
Par théoréme de continuité des séries de fonctions, Y _nhn et > o hy existent et sont conti-
nues sur R. La 27-périodicité des h,, entrainant immédiatement celle des sommes partielles puis
des sommes (passage a la limite dans une égalité) on a donc

0
heC#

Soit n € Z; on a

27
oy (h) = /O > dren—i(0) do

Comme |hg(6)en—x(0)] < |dg|, on a convergence normale de la série sous 'intégrale sur le
SEGMENT [0, 27] ce qui justifie 'interversion somme-intégrale et donne

2men(h) = (dk /0 " en_i(6) d@) = 2nd,,

kEZ

On a donc montré que
Vn € Z, dn = cp(h)

Q.4. On garde les notations de la question précédente.
- On sait déja que > (hy)nez converge simplement sur R (il y a en fait deux séries mais nous
travaillerons désormais directement avec des suites indicées par n € Z en gardant en téte
qu’il y a deux limites ou sommes a considérer). La convergence est méme normale.



- Wn, hy €C® et Vi € N*, b = d,e = d,(in)"e,.

- Yk € N*, V|n| > Ny, thlk)H < % Z(h%k))n>|Nk‘ est donc normalement convergente sur
R. Il en est alors de méme de 3 (An)nez (on ne rajoute qu'un nombre fini de termes tous
bornés sur R).

Par théoreme de régularité des séries de fonctions, on a donc h qui est de classe C* et, avec la
2m-périodicité immédiate,
hecCy
Q.5. Soit B une application linéaire de C3’ dans lui méme. On procede en deux temps.

- Supposons que B soit un opérateur différentiel de C;f dans lui méme (avec les notations
de I’énoncé) et notons K son ordre (remarquons que K est bien défini si au moins un des
bi, est non nul ce que nous supposons ici). Comme la somme est finie, on peut intervertir
somme et intégrale par linéarité du passage & l'intégrale pour obtenir Vn € Z, Vf € C3°

K K
cn(Bf) = cn (Z bkf““)) = brea(FM)
k=0 k=0
Avec la question 2, on en déduit que
K K
en(Bf) = (Z bkiknk> cn(f) = P(f)en(f) avec Pr =) by X*
k=0 k=0

et Pk est un polynome de degré K (bx # 0).
- Réciproquement, supposons que ’on puisse trouver ag,...,ax avec ax 7 0 tels que

K
Vn € Z, Vf € Cy, cu(Bf) = <Z aknk) cn(f)
k=0

Soit f € C3; comme Bf est dans C3°, elle est somme de sa série de Fourier (il suffit méme
qu’elle soit continue et de classe C' par morceaux) et ainsi

K
Bf =Y cu(Bflen = 3 ((Z aknk> cn(f)en>

neZ neZ k=0
K
S (akznkcnmen)
k=0 nez

I'interversion étant licite puisque I'une des sommes est finie et puisque toutes les séries écrites

. C
convergent (c’est le cas pour Y., o, n*c,(f)en car avec la question 2, |[n"e,(f)en|l < =252).
On peut alors écrire que

K K
Bf = Z (ak(—i)k’ Z(m)kcn(f)en> = Z (ak(—i)k Z Cn(f(k))€n>
k=0

nez k=0 neL

Comme f*) est réguliere, elle est aussi somme de sa série de Fourier et on a Y onez Cnlf *)e,, =
f®). On en déduit que B est un opérateur différentiel d’ordre K (avec by, = ap(—i)").

2 Equation de la chaleur généralisée.

Q.6. Posons d,, = p(|n|)cn(f). Soit k € N. Comme f € C%’, la question 2 s’applique. Soit k € N; on
a

Chte _ Cite

In[F+H = n|k

Vn € Z*, |dn| < p(|n|)



La question 4 indique alors que ) ., d,e, converge normalement sur R et que sa somme
appartient a C;f.

Q.7. Soit t > 0. On pose cette fois d,, = e ("¢, (f). On a maintenant
Ve Z*, |dn| < e Men ()] < e £l

Pour k € N, on sait que |n|Fe~!"l est de limite nulle quand |n| — +oc. Il existe donc N}, tel
que
/1]

V!n\ > N, |d ’< | |k

On conclut alors encore avec la question 4.
Q.8. Fixonsz € Ret f € C%. Notons g, : t+— e "D, (fley(z).

- Les fonctions g, sont de classe C*° sur RT*. Pour tout k > 1, gék) = (—p(|n|))*gn
- Y (gn) converge simplement sur R™ (sa somme est ¢ — Q:(f)(z)).
- Pour tout £ > 1, on a

Ya > 0, Vt € [a,+oo, [¢%¥) ()] < |n|Fe ol

Le majorant est indépendant de t et 3 (|n|*e="1),, c; converge (o(1/|n|?) aux voisinages des

infinis par croissances comparées). Les séries dérivées Z(g,&k))nez sont donc normalement

convergentes sur tout ensemble du type [a, +0oo| et donc a fortiori sur tout segment de RT*.
Le théoreme de régularité des sommes de séries de fonctions indique que ¢t — Q:(f)(x) est de
classe C*° sur RT*.

Q.9. Le théoreme utilisé permet de dériver terme a terme :

LQun@) == 3 pne e (Penz)
nez
Par ailleurs, Q¢(f) € C3 et on a
AQuMN)(@) = plinh)en(Qu(f))en()

ne”

Dans la relation (4), la série converge normalement et la question 3 donne

cn(Qu(f)) = e "My (f)

On en déduit finalement que

Ve e B, O Quf)(x) = ~AQUN)@)

Q.10. Soit « € C\ R~ et soit g € C;f. Raisonnons par conditions nécessaires puis suffisantes pour
montrer 'existence et I'unicité du w cherché.
- Supposons que u convienne. On a alors, en écrivant que u est somme de sa série de Fourier,

9= _(pIn]) + a)en(u)en

neL

Comme > ((p(|n])+a)cn(u))ne z converge normalement (question 6 et convergence normale
de la série de Fourier de u), la question 3 indique que

Vn € Z, (p(|n]) + a)en(u) = cn(g)



Comme —a ¢ RT, (p(|n|) + a) # 0 et ainsi
Cn(g)
Yn € Z, cp(u) = ——2—
)= 2 +a
et donc (@)
cnlg
u= — 2 e
2 ) +a

- Réciproquement, on remarque que pour tout k € N,

cn(9)
o)) +a

k

i nlea (o)

Inj=oo  p(|n])

I’équivalent étant correct car p(|n|) est de limite infinie (et le quotient existant car aw ¢ R™).

k
Cette quantité est de limite nulle quand |n| — +oo car W < n* e, (g)| qui tend vers

0 avec la question 2. Elle finit donc par étre plus petite que 1 :

cn(9)
p(lnf) +a

1

La question 4 indique alors que

cn(9)
u= —— ey
2 )+ a
est dans C37. Le méme calcul que dans les conditions nécessaires montre que g et (A+al)(u)
ont les mémes coefficients de Fourier. Les fonctions sont donc égales (puisqu’égales a la

somme de leurs séries de Fourier puisque régulieres).
Il existe ainsi une unique fonction u convenable et

_ cn(g)
u=(A+al)g) =Y L,
! épum)m

Q.11. Supposons Re(a) >0et g € CZ. On a, z € R étant fixé,

/+00 e~ Qu(g)(x) dt = /+00 Z e~tetrlnlc, (g)en () dt
0 0

nez

Posons g, :t+— e*ate*tp(‘"Dcn(g)en(:L').
- Les g, sont des fonctions continues. Y (gn)nez converge simplement sur RT™ et sa somme
t — Q¢(g)(x) est continue sur R** (question 8).
- Pour tout entier n € Z, on a

()] < e ey (g)]

Comme Re(a) > 0, gy, est intégrable sur R** et

e enl)|
| i< 2

> (len(g)])nez étant convergente, il en est de méme de ( 0+°O |gn (t)] dt) en



On peut appliquer le théoreme d’interversion somme-intégrale (notons a nouveau qu’en fait on
devrait découper en deux sommes et appliquer deux fois le théoréme) pour obtenir

[ e a3 ([T a)esnts

ne”

En calculant l'intégrale, on reconnait I'expression de la question précédente et ainsi

+oo
(A+al) L (g)(x) = /0 e~Qy(g) (x) dt

Q.12. Raisonnons encore par conditions nécessaires.

- Supposons que A € C soit valeur propre de A et notons v une fonction propre associée. On
a alors (A — AI)(u) = 0. Comme u # 0, la question 10 impose (—A) € R™ (sinon, u = 0
par I'unicité prouvée). Une valeur propre de A est donc forcément un élément de R*. Si on
reprend cette question 10, on peut méme étre plus précis. En effet, dés que a ¢ p(N), on
montre encore ’existence et 'unicité d’un antécédent de g € C % par (A + al). Ainsi, seuls
les éléments de p(N) peuvent étre valeurs propres de A.

- Réciproquement, soit p € N. On a

p) = Zpﬂn‘)cn(ep)en = p(p)ep

nel

et p(p) est donc valeur propre pour A.
On a montré que

3 Représentations intégrales.

Q.13. On a

Lo Al(f Z In|en (A én

nez

Fixons donc n € Z. On a alors

cn(AY(S)) = / > [Elew(f)en(0)e—rs db

kEZ

Puisque |||k|cx(f)en(@)e_roll < |kllck(f)] = o(1/k?) quand |k| — +oc (question 2), la série de
fonctions sous l'intégrale converge normalement et on peut intervertir somme et intégrale (on
integre sur un SEGMENT) pour obtenir

2m
') = 5 3 (1Heats) [ enea(9) d8) = ket

keZ

On en déduit donc que

Al o AY(f Zn cn(flen = AX(f)

neZ
Q.14. Comme n2c,(f) = —(in)?cn(f) = —cn(f"),

o ch(f//)en _ _f//

nel

puisque f” est somme de sa série de Fourier (elle est C°°, de classe C! par morceaux et continue
suffirait). A2 est donc un opérateur différentiel (et on en a trouvé I’expression).



On a vu que ¢, (A'(f)) = |n|ca(f). Comme n — |n| n’est pas polynomiale en n, A! n’est pas un
opérateur différentiel (question 5). Pour justifier qu’une fonction f telle queVx € Z, f(x) = ||
n’est pas polynomiale, on raisonne par l'absurde. St elle l’était alors elle coinciderait avec le
polynome X en une infinité de points et on aurait Vx, f(xr) = x ce qui est exclu puisque

f(=1)=1.
Q.15. La question 13 indique que A! est une “racine carrée” de A2. Par ailleurs, la question 9
appliquée avec A? montre que G : (t,z) — Q¢(f)(x) vérifie

06 _ oG

ot 012

G vérifie donc 1'équation de la chaleur. Enfin, A% est I'opposé du Laplacien (en dimension 1)
et on en a trouvé une “racine”.

Q.16. Soient f € C3, y € Ret ¢t > 0. L'application z m#mgf(y—x) est continue sur R et O(1/22)
aux voisinages des infinis. C’est donc une fonction intégrable sur R et on peut écrire

G(y) = /_:o m%f(y — ) dx
f étant C°° est somme de sa série de Fourier et ainsi
+o00 t .
G = | (ZZ oy eal e dw>

La série de fonction sous l'intégrale (la variable est ) est simplement convergente sur R et de
somme continue sur R (cette somme est z — M#IQ f(y — x)). Pour pouvoir intervertir somme
et intégrale, on essaye d’utiliser le théoreme d’interversion spécifique aux séries. On s’intéresse
donc a

+o0
U = / : ()] dz = [en(f)| [arctan(a/t)] 1 = wlen(f)]

oo 22T

C’est bien le terme général d’une série convergente et ainsi

. JFOO .
Gy =Y (cn<f>emy Jr—— dx)

nel

Le changement de variable u = x/t indique que

+o00 ¢ ) +o00 e—intu
/ 76_“2% d(L’ = / e E—— d’LL
oo 124 a? oo 1t u?

Avec le résultat admis sur F (ﬁ), on a

+oo ,—int
1 / e ml; s — \/?e_|nt|
Vor J_oo 1+ u 2

Finalement

On a donc



4 Données initiales continues.

Q.17. Fixons t > 0. Pour f € CY%, on note I(f)(y) = % j;o ltQJf:CQf(y —z) dz. On a vu en question
16 que I(f) et Q} (f) sont égales quand f € Cy.
Soit € > 0; il existe p € C#> tel que || f — p|| < & (car un polyndéme trigonométrique est dans

C#°). Avec I'inégalité triangulaire, et comme I(p) = Q}(p),

Q¢ (f) = I(HII < Qi (F) = Qi W)l + 11 (p) = I(£)ll

“+o00

1) = 1) = 1= Dl < o= 115 | dt=llp—fll <

oo 12t
QI () — Qi =1Qi— Al < llp— £ D e
nez

la derniére somme infinie existant bien car et € [0,1] (on peut calculer la “double” somme
géométrique). On a donc une constante C' (qui ne dépend que de ¢ qui est ici fixé) tel que
1QF(f) — I(f)|| < (1 + C)e. € étant arbitrairement petit, on a donc

+oo
AW =7 [ sl de

T o 2+

Q.18. En utilisant la définition de Q}(f) sous forme de séries et en isolant le terme d’indice n = 0,
on a

QiAW) =co(f)+ Y e Mea(fen(y)

nez*

En integrant entre 0 et 27 on a donc

27 27
QD) dy = 2malf)+ [ 3 e Mle(entw) dy

0 nez*

et compte-tenu de 'expression de co(f),

2 T
/0 QN — fe) dy= [ 3 e en(Fenly) dy

On a |le e, (Feall < |Iflle 8! qui est le terme général d'une série convergente (car t > 0).

Dans l'intégrale ci-dessus, on a donc une série normalement convergente. Comme on est sur un
segment, on peut intervertir somme et intégrale et on obtient

[ @ sy d= 3 (entr) [ ent) ) =0

nez*

C’est assez étrange au vu de I’énoncé, mais cela permet bien str d’affirmer que

2

lim [ (f(y) - Qi (f)(y)) dy =0

t—0t Jo
Q.19. En remarquant que %fR M# dt =1 (vu plus haut), on a

“+oo
QW) — fly) = / !

T ) o 2+ 22

(fly—z)— f(y)) dy



Soit € > 0; f étant continue en y (que l'on fixe ici), il existe r > 0 tel que pour x € [—r,r|, |f(y—
x) — f(y)| < e. On découpe alors 'intégrale en trois morceaux et on majore par inégalité
triangulaire (en vérifiant que chaque morceau existe) pour obtenir

- - r +o00
@ - sl < [T [ 2 t

+ 22 T J_, 12+ 22 o R

T |t| T t —+o00 t
/ 2 th:2/ 2 2dt<2/ ﬁdt:’ﬂ'
I A 0o *+z 0 t*+x

210 [t 2 fIF [t 20 f11
- /—oot2+$2 dt = - /T P dt = - <§—arctan(r/t))

Quand t — 0%, T —arctan(r/t) — 0. Il existe donc 7 > 0 tel que cette quantité soit plus que e
pour ¢ €]0, 7]. Ainsi,

On a

vt €]0,7), Q¢ (F)y) — fFy)l < (1

Par définition, on a prouvé que

+ M)5
T

5 Décroissance de ’énergie.

Q.20. Soit t > 0. Dans I'expression de Qf(f) sous forme de série, on a une série normalement
convergente et avec la question 3 on l'interprete comme la somme d’un DSF. Par identité de
Parseval, on a alors

2m
o | Qi@ i - LMl HF

et ainsi

V>0, Bt) =m Y e 2Il|e, (f)?

nez

Ceci reste vrai pour ¢ = 0 (c’est encore l'identité de Parseval pour f continue). Avec cette
expression, la décroissance de E est immédiate sur RT.
Notons h,, : t+ e 2|, (f)?. On a

vt € RT, [ha(t)] < |en(f)]?

Le majorant est indépendant de ¢ et est le terme général d’une série convergente (Parseval).
S (hn)nez est donc normalement convergente sur RT. En outre

Vn€Z*, lim ho(t)=0 et lim ho(t) = |co(f)|?

li
t—+o00 t—+00

Par théoreme de double limite, on a donc

lim B(t) = aleo(f)I?

t——+o0



