Mines PSI 2
La formule du triple produit de Jacobi

1 Préambule.

Q.1. Commencons par justifier informellement la formule. Si on développe le produit dans le membre

de gauche on voit apparaitre une somme de 2" termes. L’'un d’entre eux vaut 1 est s’annule avec
le —1. Il reste une somme de 2™ — 1 termes. Si on applique I'inégalité triangulaire, on obtiendra
un majorant qui est exactement celui demandé.
On peut formaliser, comme il est demandé, en procédant par récurrence sur n.
- Initialisation : pour n = 1, le résultat de lit |(1]| < |(1] et est objectivment vrai.
- Hérédité : soit n > 1 tel que le résultat soit vrait jusqu’au rang n. En notant A,, = [[7_; (1+Cx),

on a

‘An—l-l - 1| = ‘(1 + Cn+l)An - 1’ < ‘An - 1’ + ’Cn—l—lAn‘

On utilise alors I’hypothese de récurrence :

n
[App1 —1] < H 1+ 1¢rl) —1+|<n+1|1_[\1+<k\
k=1 k=1
n

= (1+[Gut1l) H(l + [Ckl) —
» k=1

= [T +1ah-

k=1

ce qui prouve le résultat au rang n + 1.

2 La formule de Jacobi.

Q.2.

Posons u, = [[1_;(1 —2%%). (uy) est une suite a termes > 0 et uy11/u, = (1 —22"2) < 1. (uy)
est ainsi une suite décroissante et minorée par 0. Par théoreme de limite monotone, elle converge
et Q(z) existe bien.

. Posons v, = [[;_; pk. Distinguons deux cas.

- SiJko/ pr, = 0 alors (vy,) est nulle & partir d’'un certain rang et converge donc.
- Sinon, (vy,) est & termes > 0 et In(v,) = > ;_; In(py). Par inégalité triangulaire, on a
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Comme |z| < 1, ces termes sont > 0 pour k assez grand (k > ko) et, par croissance du
logarithme,

In(1 — |2%||z[**71) < In(py) < In(1 + |2%[]z[?*71)

Majorant et minorant étant O(|z2[|z|?*~1) quand & — +oo (car In(1 +t) = O(t) quand
t — 0) on a donc aussi In(pg) = O(|2%||z|**~1) = O(|2|?**) qui est le terme général d’une série
absolument convergente (comparaison a une série géométrique qui est). Ainsi, > (In(pg))

converge ou encore (In(vy,)) converge. Par continuité de la fonction exponentielle, (v,,) converge
aussi.

Le produit [~ px est ainsi toujours convergent.



Q.4. Dans cette question, on chiost d’écrire z sous forme trigonométrique, c’est a dire sous la forme

z = re? (avec r > 0 puisque z # 0).

Comme |z| < 1, zx = 1+ 222?*~1 — 1. En particulier, il existe un rang ko & partir duquel

R(z) > 0 (puisque R(z;) — 1). On a alors

2,..2k+1 o2 2
Vk > ko, O = arctan( e sin(2e) >

1+ r2z2k—1 cos(ar)
Le terme dans arctan est de limite nulle et on a donc

r22?k 1 sin(2a)

0 ~Y
P+ r2a2 T cos(a)

22 sin(2a)

> (0k) est donc une série absolument convergente (comparaison a une série géométrique).

. Posons hy, = [[p_, (1 + 222%*~1); on a

n o0
_ Dy i 0

et H(z,z) existe donc (le produit qui définit cette quantité converge).

. Il s’agit a priori d’un probleme d’interversion entre un produit infini et une limite. Le cours nous

donne des outils pour intervertir une somme infinie et une limite et on va donc se ramenr a ce cas
comme en question 3. Pour |z| < 1 et k € N*, 1 — 22 > 0 et on peut en prendre le logarithme.
On a

n n
Vn e N, Qn(z) = H(l — 22y = exp (Z In(1 — l’2k)>
k=1 k=1
On veut passer & la limite n — 400 ci-dessus. A x €] — 1, 1[ fixé, on a In(1 — 22*) ~ k quand
k — 400 et c’est le terme général d’une série absolument convergente. On peut ainsi affirmer

que
Vee]l-1,1], Q —exp<21n1—x >

On s’intéresse & la série de fonctions de terme général fi(x) = In(1 — z%F).

- Yk € N*, fi(z) — 0 quand = — 0.

vz € [-1/2,1/2], [fi(#)] = —In(1 — 2%*) < —In(1 — 1/45) et done |[filloo (1212 < —In(1
1/4F) ~ 4% qui est le terme général d’une série convergente. Y (fx) est donc normalement
convergente sur [—1/2,1/2].

Par théoréme de double limite, on a > p_; In(1 — z%*) — 0 quand x — 0. Il reste & utiliser la

continuité de exp pour en déduire que

lim Q(x) =

x—0

Remarque : on a répondu a la question...mais sans utiliser (1). Essayons de voir comment on

aurait pu Uutiliser. Avec Uinégalité (1) utilisée avec ¢, = —22*, on a

n
-2 -1
k=1

On veut, la encore, faire tendre n vers +oo. On procéde comme en question 3 (passage par
lexponentielle) pour montrer que [[r_,(1 + |z|?*) admet une limite finie quand n — +oo (car

Vn € N*,

n
< H + |z -1



In(1 + |z|?¢) ~ |2|?* quand k — +oo et c’est le terme général d’une série convergente). On a
donc

V| <1, Q) — 1] < [0+ J=[**) -1
k=1

On ne progresse pas beaucoup puisque l’on obtient un majorant qui a la méme téte. L’avantage
est que le signe — a disparu. ..On pourrait adapter la méthode précédente pour montrer que le
magorant est de limite nulle... mais honnétement, je ne vois pas ce que l'on a gagné.

On peut aussi revenir auz € et tirer profit de la décroissance de x v+ 1+ |z|?* sur [0, 1] (mais je
ne vois pas comment un étudiant normal peut y penser). Allons-y.

Fizons € € [0,1]; pour x € [0,1/2] on a (avec la décroissance annoncée) [T, (1 + 1/4%) =

exp (Zk2n+1 In(1+ 1/4"3)) — exp(0) = 1 quand n — +o00. On peut donc trouver un N tel que
cette quantité soit < 1+ ¢e. On a alors pour tout z € [0,1/2],

o) N [e'e]
t<JJa+P*) < JTa+=P T @+
k=1 k=1 k=N+1
N 00
< J[a+1) [T +1/4%
k=1 k=N+1

< [Ia+laP+e)

=

i
L

N étant firé, [To_,(1+|x|**) = 1 quand x — 0 donc il eziste a tel que Yz € [0, a], cette quantité
soit <1l-+4¢ et

(1+]a™) < (1 +¢)?

IN
s

Vz € [0,a], 1

B
Il
—

ou encore oo
vz e[0,a], 0< JJ(1+[xf*) —1<2e 4+ <3¢
k=1
En résumé,

(14 [z|**) =1 < 3¢

8

Ve €]0,1], Ja >0/ Vz € [0,a], 0 <

k=1

Par définition des limites, [[re;(1 + |2|?*) — 1 quand x — 0F. C’est la méme chose en 0~ par
imparité et avec notre inégalité initiale, on retrouve Q(z) — 1 quand z — 0.

. On suppose que = # 0 (et toujours |z| < 1) pour pouvoir écrire F'(z,zz). On a

o0 o0

F($,$2’) _ H(l + 22$2k+1) H(l —|—Z’_2$2k_3)
k=1 k=1

Dans le second produit, on veut isoler le terme pour k = 1. Il convient de justifier que ’on en a
le droit. Pour n > 2, on a

n
H(l + 2_2.%'2k_3) _ (1 + Z_2$_1) H(l + Z_2$2k_3)
k=1

Chacun des produits infinis existe (méme chose qu’en question 5) et on peut passer a la li-
mite. . .On réindice alors le produit obtenu pour obtenir

o0 [e.e]
F(z,2z) = (1422271 H(l + 222kt H(l + 2722k
k=1 k=1

3



Remarque : méme si [[p—, ai existe, on n’a pas toujours le droit d’écrire que ce produit est
égal a a1 [[poyax. Il faut en effet s’assurer que le nouveau produit infini qui apparait existe.
Si a; = (i — 1), on obtient un contre-exemple puisque [[req(k — 1) existe et est nul alors que
[1;25(k — 1) nexiste pas (les produits partiels valent n! et tendent vers l'infini).

On remarque que 1+ z . Avec un “produit en croix”, on en déduit que

oo [e.@]
2xF(x,22) = (1 + 2%z) H 14 222+ H(l + 27222k
k=1

On regroupe les deux premiers termes (dans ce sens, pas de probléme. . .) et on réindice le produit
pour conclure que
2°F(x,x2) = F(z, 2)

. Comme 0¥ = 0 pour tout entier k > 1, on a immédiatement

Fi(x,0) = ap(x)

De méme, en remarquant que

Fi(x,z) — F{*(z, 2)
Vz # 0, ( )Znﬂl( = ap(z +Zak+n+1
k>1

on obtient (les quantités écrites existent car la série entiere est de rayon infinie et on a donc
convergence obsolue pour tout z)
Fi(z,z) — F{'(z, z)

vz 7& 0, on+l o

<Dl (@)= = G(12))

k>1

G est une fonction de classe C* sur R comme somme de série entiere. Elle est donc continue en
0 et G(t) — G(0) = 0 quand ¢t — 0. Par composition des limites, on a donc G(|z]) — 0 quand

z — 0 et ainsi i ) Fn( )
L 1(x,2) = Fl'(x, 2
o) = g

. Supposons F(z,2) =Y 3o di(z)z" pour tout |z| < 1 et tout z € C* ot F est définie par (4).

Posons ~
= de(:z)zk et Ga(x,z) de
k=0

On a alors F(z,2) = Gy(z, 2) + Ga(z,271) et, pour z fixé, G1(z,€) et Ga(z,€) sont les sommes

respectives de deux séries entieres de rayon de convergence infini. L’unicité ADMISE par ’énoncé

indique que F; = G1 et que Fr = Gs.

x €] — 1, 1] étant fixé, on montre par récurrence que Vk € N, ay(x) = di(x).

- Initialisation : le procédé de la question 8 (utilisé deux fois) montre que ap(x) = Fi(z,0) =
G1(x,0) = do(x). Le résultat est donc vrai au rang 0.

- Hérédité : soit n > 0; supposons le résultat vrai jusq’au rang n. En particulier, on a

Vz, F{'(z,2) Zak = de(m‘)zk =Gl (z,2)
k=0

Le procédé de la question 8 (utilisé deux fois) montre que

Fi(z,2) - Fi'(z,2) _ . Gile,2) = Gi(e,2) _ ()
ontl "

ait(0) = ) 2

et ’hypothese est donc encore vraie au rang n + 1.



Q.10.

Q.11.

Q.12.

On peut faire le méme travail avec Fy et Go en lieu et place de F; et (G1 pour obtenir Vk €
N, a_i(z) = d_g(z). On a finalement prouvé que

Vk € Z, ap(z) = di(z)

Pour tout complexe z, (—z)? = 22 et donc quand |x| < 1 et z # 0, F(x,2) = F(x,—z). Ainsi

[e.9] o0

V|x| < 1, Vz € C¥, Z ap(z)z* = Z (—1)*ay(x)2"

k=—o00 k=—00

L’unicité prouvé a la question précédente indique que Vk, ar = (—1)*ay et les fonctions agp, 1
sont nulles pour tout entier relatif m. Finalement,

Viz| <1, V2 € C*, F(z,2) = Z o (2)2°™

m=—00

et il suffit de poser b,,, = as,, pour obtenir la formule désirée.

En utilisant la question 7, on obtient simplement

Vo €] = L,1N{0}, V2 € C*, Flz,2) = Y o™ oy (2)2**

k=—oc0

On a envie d’utiliser 'unicité prouvée en question 9. On n’est cependant pas dans le méme cadre
car ici I’égalité n’est pas valable pour x = 0. Il reste a voir si cela est problématique. . .En question
9, on a travaillé & x FIXE mais seulement apres justifié que F1 = G et Fb» = Ga. Ces égalités
proviennent, elles, du résultat admis par ’énoncé. Or, celui-ci ne dit pas si I'unicité admise est
vraie pour tout z fixé ou si elle n’est vraie que si 1’égalité a lieu pour tout = €] — 1,1[. Il faut
certainement supposer que c’est la premieére situation qui est la bonne, ce que je fais désormais.
Je peux alors utiliser la question 9 pour justifier que

Ve €] — 1,1\{0}, Vk € Z, by(z) = bj_1 (x)x?*?
On a immédiatement V|z| < 1, Vz € C*, F(x,2) = F(z,27!) et donc

Viz| <1, Vz € C*, Z by (z) 2% = Z bi(x)z 2k

k=—o00 k=—o00

Un changement d’indice dans la seconde somme donne

V|z| <1, Vz € C*, Z by (x) 2% = Z by (z)2%k

k=—o00 k=—o00

et la question 9 donne alors
Vk € Z, Vx| <1, bg(z) = b_g(x)
La question 11 et une récurrence assez simple montrent que
Vm € N, by () = bo(x)z2k=1(2k=1)
On aaussi Y pr(2k—1) =231 k) —m =m(m+ 1) —m = m? et finalement
Vm eN, by (z) = bo(:x)a:(m2)
La propriété de “parité” vue en début de question donne alors

Vm € Z, bpy(z) = bo(a:)x(mQ)



Q.13.

Q.14.

Q.15.

Fixons z €] — 1,1[ et z € C*. L’inégalité (1) donne

n

n
Vn € N*, H 1422221 — 1] < H(1+|22:z:2k*1])—1
k=1 k=1

On montre comme en question 3 que les produits infinis convergent et on peut passer a la limite
n — +o0o pour obtenir

|H (z, z)—1y<H (1+]222%1) —1

On travaille alors exactement comme en question 6 pour justifier 'interversion entre la limite
x — 1 et le produit du membre de droite. Ce membre de droite est de limite nulle et on a donc

lim H(z,2) =1

z—0

On a en particulier F(z,1) = H(z,1)? — 1 quand = — 0. Or,

Ve €] —1,1[, F(z,1) = by(x Z 2" = x)(l—l—Qi:ch)
m=1

m=—0o0

La somme dans le membre de droite est une somme de série entiere et est donc une fonction C*
de z sur | — 1,1]. Elle est, en particulier, continue en 0 et tend vers 0 (sa valeur en 0) quand
z — 0. On a finalement

lim by(x) =1
z—0
Formellement, on a
o oo (o.]
P(l’,?]) _ H(l_ka)H +2$2k 1 H 2k: 1
k=1 k=1 k=1

(1 + z*~2) regrouper les deux derniers produits

8

(1—a™)

I
8

k=1

i
I

,’:]8

(1—a')

I
8

o
2= 2 H = 2 scinder le premier produit

B
Il
—

k:l

La justification des égalités avec des produits infinis se fait en réalité en revenant a des produits
finis puis en passant a la limite comme a la question 7.

Q.16. De la méme facon (et en continuant)

o0 oo
P(x,n) = H(l — 2%k H(l — 284} regrouper les deux derniers produits
k=1 k=1
o0 oo o0
= (1 — z8F) H 28k H 2%4) scinder le premier produit
k=1 k=1 k=1
= P(z)i)



Q.18.

3

Q.19.

L’égalité de la question précédente donne ainsi

[e.9] [e.9] o0

col) Yo (1Pt ico(w) D (~1)PE = eo(a) 30 (-1t

k=—oc0 k=—oc0 k=—00

égalité valable pour tout = €] — 1, 1].

cog étant a valeurs complexes, il n’est pas encore possible de conclure en identifiant les parties
réelle et imaginaire. Il nous faut d’abord justifier que pour tout z €] — 1,1[ on a ¢y(x) € R ou
encore que by(z) € R.

On rappelle que

Vo €] —1,1[, V2 € C*, F(x,z) = by(x Z " 2™

m=—00

- Siz € ]0,1], on choisit z=1. On a F(z,1) € R (définition de F) et donc

)(1+2ixm2) eR
m=1

Comme 1+2% 7, 2™ > 0 (et donc # 0) on a donc by(z) € R.
- Si z €] —1,0[, on conclut de méme en considérant z = —1.
On peut maintenant conclure que

Va E] - 17 1[7 Co(l‘) = Co($4)
En itérant la formule de la question précédente on obtient
Ve €] — 1,1, Vn e N, ¢o(z) = co(z*™))

ce qui se prouve de maniére immédiate par récurrence. x étant fixé dans | — 1, 1[, (z*")) est de
limite nulle quand n — +o00. Comme ¢ tend vers 1 en 0 (c’est le cas pour @ et by), le théoreme
de composition des limites donne

Ve €] —1,1[, co(x) =1
On en déduit (avec l'expression de P(zx, z) donnée en question 17) que
o
Z meZQm
m=—o00

En revenant a I'expression de définition de P, on a finalement

o)

0 o) o
H(1—132k)H(1—|—221'2k_1)H 1—|—Z 2 Qk 1 Z M 2m
k=1 k=1 k=1

m=—0Q

Le nombre de partitions d’un entier.

Soit t €]0,1[; z = t3/2 €]0,1[ et —/t # 0 admet une racine carrée complexe z # 0 (qui vérifie
donc 22 — ¢/ 2). En appliquant la formule du triple produit avec ces et z obtient

ﬁ (1 _ t3m ﬁ tSm 1 ﬁ (1 _ t3m72) _ i (_1)mt(3m2+m)/2
m=1 m=1 m=1 M——00

et il suffit de regrouper les produit (c’est le sens ou cela ne pose pas de probleme) pour en déduire
la formule (7).



Q.20. Montrons que f réalise une bijection de So dans Sj.

Q.21.

- Supposons (q1,...,q,) € Sy et posons (r1,...,7,) = f(q1,.-.,qn). On a alors

n n n
ICED P!
=1

=1 \i=j

On intervertit les deux sommes ({(4,7)/ j € [1,n], ¢ € [j,n]} ={(,j)/ i € [1,n], j € [1,i]})
pour obtenir

n
>Sr=d Z% =Y ) =n
i=1 =1 \j=1 =1

De plus, les 7; sont dans N et vérifient r; —rj11 = g; > 0 pour j = 1,n—1et donc (ry,...,m,) €
S1. f envoie donc un élément de So sur un élément de 5.
- Soit (r1,...,rn) € S1s5si flqi, ... qn) = (11,...,7p) alors Vj, r; = Z?:Z q; et donc

Tm=gqn et Yie[l,n—1], rj —rjq1 =g

On a donc au plus un antécédent pour (rq,...,r,) par f. Réciproquement, si on pose (q1, - - -, qn)
comme ci-dessus on a (télescopage)

n—1
Vi € [1,n], qu Z = Tjp1) T =1
] 7
et f(qi,.--,qn) = (r1,...,7n) (les gj sont bien des éléments de n puisque les r; sont ordonnés).

Enfin

n
> ja = nrn+ZJ j = Tjt1)
j=1

= nrn+2jrj_ZjTj+1

n

= m‘n+Z]7‘j Z]fl)rj

Jj=2
n—1
= nr,+nr +Z7‘j —(n—1)ry,
j=2
n—1
= Z ry=n
j=2

et (QIa s >QTL) € 52-
Deux ensembles en bijection ayant méme cardinal, on a prouvé que

card(S7) = Card(S2)

Quand on développe le produit proposé, on obtient n(n + 1) termes du type t;,ta;, ... tni, =
2 k=1 kik oy chaque 7; est choisi entre 0 et n. Notre produit est la somme de tous les termes de
ce type. Parmi ces n(n + 1) termes, il y en a autant égaux a t" que de choix des i entre 0 et
n tels que Y, kiy = n. La contrainte i, < n n’en est pas une car dans ’équation (9), les g;
sont nécessairements < n (on ne retranche donc pas de solutions en imposant ¢; < n). Il y a
donc card(S2) = card(S1) = p(n) termes égaux a t" et p(n) est donc le coefficient de t" dans le
développement proposé.



Q.22. Avertissement : je n’ai pas réussi a traiter simplement cette question. De plus, je
vais me limiter & des valeurs ¢ € [0,1/2] pour des raisons qui apparaissent plus bas.
Soit t € [0,1[; ona [[,, (1 —t™) =exp (D>, _;In(1 —t™)). Le terme dans I'exponentielle est la
somme partielle d’'une série aboslument convergente (In(1—¢") ~ ") et converge vers une limite
réelle £. Par continuité de 'expontielle, on a donc []7 _; (1 —¢™) — e! # 0. On peut donc passer
a I'inverse pour obtenir la convergence de la suite de terme général [] _; 171tm =0 :1%17 -
La formule d’Euler (7) peut ainsi s’écrire (j’ai justifié, en particulier, l'existence des quantités
écrites)

m=1 o t m=—0o0

En utilisant alors la formule sur la somme d’une série géométrique, on conclut que

vt € [0,1], (H (Ztlm» ( i (—1)mt(3m2+m)/2> =1

m=1 m=—00
Par définition, on a
(%s) ( 00 n 0o
m=1 \i=0 norteo m=1 \i=0

D’apres le théoreme sur les produits de Cauchy de séries entieres, on peut affirmer que

vn>2, vtel-1,1[ [] ( tim>:Zak(n)tk (%)
=0 k=0

m=1

ou a(n) = u(l) * u(2) *--- *xu(n) (x désignant le produit de Cauchy) et ux(m) = 1 si k est
multiple de m et 0 sinon (de sorte que Y 50, ug(m)th = 32 ¢m).
Fixons k € N et intéressons nous a la suite (ag(n))n>2. On a

VneN, ag(n) = > uy(1)...u,(n)

i1+ +in=k

Si n > k, on montre comme a la question précédente que ce terme vaut exactement p(k). Notre
suite (ag(n))n>2 est donc constante a partir du rang k et converge vers p(k) :

Yk >0, nglfoo ag(n) = p(k)

Remarque : en réalité, il faut mettre le cas k = 0 a part. Dans ce cas, ag(n) = 1 pour tout n.
On simplifie la rédaction en posant p(0) = 1.
On peut maintenant essayer de passer a la limite n — 400 dans (x). On a envie d’utilise le
théoréme de double limite pour le membre de droite. Ici ¢ € [0, 1] est fixé.
- On vient de voir que Yk € N, ag(n)tF — p(k)t* quand n — +oo.
- OnaVn>2 VkeN, |ap(n)t*| < p(k)t* (la suite (g (n))n>2 est croissante).
Ainsi |2+ ar(n)t*]|eo < p(k)t*. 11 nous reste & voir si 3. (p(k)t*) converge. Je prétends que
p(k) < 281 et je le prouve par récurrence.
- C’est vrai pour k = 1.
- Soit k > 2 tel que le résultat soit vrai aux rangs 1,...,k— 1. On a

k—1
k) <1+ plk—j)
j=1

Le terme 1 correspond au cas out 71 = k; le terme p(k — j) correspond & un majorant dans
le cas 1 = j. Comme p(k—j) < 2k=3=1 par hypothese de récurrence pour tout j = 1..k — 1,
on obtient p(k) < 287! en explicitant la suite géométrique qui apparait.



Quand t € [0,1/2], 0 < p(k)tk < (t/2)* est le terme général d'une série convergente.
On peut ainsi appliquer le théoreme de double limite pour conclure que

Vt € [0, 1/2[, (1 + ip“;)ﬁ) < i (_1)mt(3m2+m)/2> -1
k=1 m=—00

Q.23. Quand on effectue formellement le produit dans 'expression ci-dessus (et on admettra, comme
dans le produit de Cauchy, que c’est possible quand notre identité a lieu V¢ € [0,1/2]) et si on
ne s’intéresse qu’aux puissances < 7, on peut se contenter de travailler pour k < 7 et |m| < 2.
La partie de degré < 7 vaut alors

L+ (p(1) = 1)t + (p(2) = p(1) = DE* + (p(3) = p(2) = p(1))t* + (p(4) — p(2) — p(3))t*

+(p(5) — p(4) = p(3) + D)t° + (p(6) — p(5) — p(4) + p(1))t° + (p(7) — p(6) — p(5) + p(2) + 1)’

Les coefficients de t* pour k£ > 1 devant étre nuls, on obtient un systéme dont 1é résolution donne

p(1) =1, p(2) =2, p(3) =3, p(4) =5, p(5) =17, p(6) =11, p(7) =15
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