Mines PSI 1
un corrigé

Remarque préliminaire.

La quantité x¥ est a priori définie pour x > 0 et y € R comme égale a exp(yIn(x)). Siy >0, 2¥ — 0
quand z — 0. Si y > 0, on prolongera donc x — z¥ par la valeur 0 en 0. On utilise cette convention
tout au long du probleéme (si y > 0, x — x¥ est alors définie sur R"). Dans le cas y < 0, x — z¥ n’est
a priori définie que sur RT*.

1 Une inégalité de Prékopa et Leindler.

1. La fonction In est dérivable sur R1* et sa dérivée = — % est décroissante. In est donc concave
sur RT*. Ainsi

VA € [0,1], Ya,b € R™, In(Aa + (1 — Ab) > An(a) + (1 — A) In(b)
En composant par la fonction exp, qui croit sur R, on a donc
YA € [0,1], Ya,b € RT™, Xa+ (1 —A\)b>a ™

Quand A €]0, 1], 'inégalité reste vraie si @ = 0 ou b = 0 (avec la remarque préliminaire, le
membre de droite est nul et celui de gauche est positif).

Soit u > 1. La fonction x — 2% = exp(uIn(z)) est deux fois dérivable sur R™ de dérivée seconde
x = u(u — 1)z%~2. Cette dérivée seconde est positive et = — 2% est donc convexe sur RT*. On
en déduit que

VA €[0,1], Va,b € RT*, (Aa+ (1 —A)b)* < Aa™ + (1 — \)b*

Sia = 0oub=0, alors, avec la remarque préliminaire, I'inégalité reste vraie (et est une égalité).

2. La fonction f : w14+ u* — (1 +u)® est dérivable sur R** et f/(u) = M(u 1 — (1 4+u)*1).
Comme \ < 1, z — 21 décroit sur RT* et f’ est donc positive sur RT*. f est ainsi croissante
sur RT™*. Sa limite en 0T étant nulle, on a donc

Yu >0, (1+u)* <1+
En particulier, on a
Va,b e RY*, (a+b)* = a1+ (b/a)) < a1+ (b/a)*) = a* + b

Si a ou b est nul, I'inégalité reste valable et est une égalité.
8. Soit f : y— [Y f(z)dz. Ona

VyeR,ﬂw:fmr+A5ﬂ@dx

f étant continue sur l'intervalle R, on peut alors appliquer le théoréme fondamental pour obtenir
que f est une primitive de f. f est donc strictement croissante sur R (dérivée f strictement
positive) et continue sur R. Elle réalise une bijection de R dans |lim_ f,lim . f[=]0, F[ ce
qui indique que

Vz€)0,F[, Ay e R/ f(z) =y

Pour t €]0,1[, on en déduit alors Iexistence et 1'unicité de wu(t) vérifiant f(u(t)) = Ft et on a
meéme

vt €0, 1], u(t) = (F)~M(F1)

On procede de la méme fagon pour obtenir la fonction v (g vérifie les mémes hypotheéses que f).



4. Comme f’ () = f(z) # 0, le théoréme sur les bijections réciproques indique que ( f)_l est de
classe C! sur R. Par théorémes généraux, on a donc

u € C(]0,1])
Par définition, on a )
vt €)0,1], flu(t) = Ft

et en dérivant cette relation, on en déduit que
vt €]0, 1, u'(t)f(u(t)) = F

On a de méme

vt €]0,1[, v'(H)g(v(t) = G

5. Avec la question 3., u et w sont des bijections strictement croissantes de ]0,1[ dans R. Elle
tendent donc vers —oo en 0T et vers 400 en 17.
w = Au+ (1 — A\)v est de classe C! sur 0, 1], strictement croissante sur ]0, 1[ (somme de telles
fonctions). Elle réalise une bijection de ]0,1[ dans |lim_ w,lim;~ w[= R. Plus précisément,
c’est un C! difféomorphisme de ]0, 1] dans R puisque w’ ne s’annule pas (w'(z) = \u'(z) + (1 —
A)v'(z) > 0). w définit donc un changement de variable. En posant t = w~!(x), on a

+oo 1
/_ h(z) dz = /0 h(w(E)w'(t) dt
On remarque alors que (en utilisant les expressions de u/(t) et v/(t))
) — b e F B G
b)) () = ) + (1 = Aple) (A + (1= 0=

En utilisant I'inégalité vérifiée par f, g, h (la parenthese est, elle, positive et ne change pas le
sens des inégalités) on a alors

A—1 A
h(w(t))w'(t) > Aa+ (1 —A)b avec a=F <§EZ((;))>) » 0=C (J;EZ((E))D

On se sert alors de la question 1. pour en déduire que

h(w(t))w'(t) > b = FAGT

Il reste & intégrer entre 0 et 1 pour obtenir I'inégalité “P-L” :

/_:O h(z) dz > FAGY™ = ( _:o f(z) dgc>A (/_:O g(x) dx) -

6. D’apres la question 1 utilisée avec u = 2, a = |z| et b = |y|, on a (A|z| + (1 — N)|y))? <
Az? + (1 —\)y?. Par ailleurs, 'inégalité triangulaire donne [Az + (1 —\)y| < Ajz|+ (1 —A)|y|. On
peut élever cette inégalité au carré (opération croissante sur R™) et utiliser le premier résultat
pour obtenir alors

Az + (1= Ny)? <a?+ (1 - ANy

Reste & utiliser la décroissance de t — e~? et la propriété de morphisme de I’exponentielle pour
conclure que
Uz + (1= Ny) > () W(y)'

7. On suppose que |y| < M et on distingue trois cas.
- Si|z| < M alors ¥(z) = e " < 1=Up(z).



- Si z > M alors tout d’abord ceci s’écrit > w et comme (1 — Ny < (1 —=XN)|y| <

(1 —A)M < M on a donc z > 0. On a alors
lZl = 4+ (1-ANy<Ozr+(1—-ANM<Ox+M

||

c’est a dire x > (:)M > 0. En élevant au carré et en composant par t — et

on obtient

ol — N2
(o) < exp(— FIEMT )

02
- Siz< —M on ade méme z <0 puis —\z < —Ox (car —z > 0) et —(1—/\)y—M§0(:equi
donne —z > # = IZ‘;M > 0. On conclut encore de la méme fagon...

On vient de prouver que
yl < M = U(z) < Uy (Az+ (1= A)y)
En changeant A en 1 — )\ et en permutant les roles de x et y, on a aussi
lz] < M = U(y) < Upyr(Ax+ (1 —N)y)
8. Avec la question 2. (appliquée avec A ou 1 — \) on a
0 < (f(z) +e¥ () < fa) + 0 (2)*

0< (9(y) +eT) ™ < gy) ™+ ey

On peut faire le produit de ces inégalités entre nombres positifs. On voit apparaitre quatre

produits.

- Le terme f(x) g(y)* qui est par hypothese inférieur a h(z).

- Le terme ¥ (2)*W(y)' = qui est inférieur & e¥(z) d’apres la question 6.

- Le terme e*W(x)Ng (y)1 A, Ce terme est nul si |y| > M. Sinon, il est inférieur, avec la question
7., 2 M (2) g(y)~ (I'élévation & la puissance \ est une opération croissante) et donc aussi
a e (2)M gl s (car e et Wyy(2) sont dans ]0, 1], plus on les éleve & une puissance petite,
plus on obtient un terme grand). Ce dernier majorant est donc valable dans tous les cas.

- Le terme '~ U (y)* f(2)* qui est de la méme fagon inférieur a e Wy (2) f1A

On obtient finalement

Fe(@)g=(y) = < h2) + X115 + llgllsc ™) Par (2)* + ¥ (2)
9. Notons h, la fonction définie par
he(2) = h(z) + (1 1% + llgllac ™) Uar(2)* + ¥ (2)
On a donc, d’apres la question précédente,
Va,y € R, fe()ge(y) < he(Ax + (1 = N)y)

f- et g. sont continues de R dans R** et h. est continue de R dans R™. Ce sont aussi des
fonctions intégrables sur R car f,g,h, ¥ et \Ifﬁ le sont (pour ces deux dernieres, ce sont des
fonctions continues sur R dominée par z + 1/2% aux voisinages des infinis). On peut leur

appliquer “P-L” :
400 400 A +o00 1-A
/ he(x) dx > </ fe(x) d:c> </ g:() daz)



Il s’agit maintenant de faire tendre € vers 0. On remarque que

‘/"‘OO d:c—/_:)oh(x) dx

Le majorant tend vers 0 quand e tend vers 0 et donc

J’_
<M+ gl [ e [ e
—00

—00

+oo +o0o
lim he(x) dx = / h(zx) dx

e—=0 ) _ 0o

On montre de méme que

lim - fg( ) dx = /+oo f(x) dx et lim o ge(x) dox = /+oog(x) dx

e—0 — oo =0/ —00

ce qui permet d’opérer le passage a la limite et d’obtenir “P-L”.

10. Si x ou y est hors de [—(n + 1),n + 1] alors l'inégalité demandée est immédiate (elle se lit
0 < xn+1(2) qui est vraie pour tout z).
Sinon, z,y € [-(n+1),n + 1] et donc Az + (1 — Ay € [-(n + 1),n + 1] et son image par xn+1
vaut 1. L’inégalité est alors évidente la encore (x,, ne prend que des valeurs entre 0 et 1).

11. Les fonctions f, = fxn et gn = gxn sont continues de R dans Rt et nulles hors de [—(n +
1),n + 1]. De plus avec la question précédente et I’hypothese sur f,g,h on a (on mutiplie des
inégalités avec des nombres positifs. . .)

Va,y, fa(@) g0 ()" = xa (@) xa () A (@) (1) < (Axng1) Az (1=A)y) = hn(Az+(1-N)y)

hy, est continue de R dans R et intégrable sur R (nulle hors de [—(n + 2),n + 2]), et on peut
ainsi utiliser “P-L” :

[ ([ ) ([ i)

On veut cette fois faire tendre n vers +00. On procede élémentairement :

[ Thwan [Tl < [ hwder [ @0 - ) do

—n—2

+oo

/W B(@)(1 — Xni1 () d:c+/ h(x) da

n+2

IN

—n—2 —n—1
[ h@lde [ @)= xan @) ds
—o0 —n—2
“+oo

n+2
" / (@)1 = Xni1 () de + / Ih(z)]| dx

+1 n+2

—n—1 400
< / |h(x)|d:v+/ Ih(z)| do
—00 n+1

Par définition de l'intégrabilité de h, le majorant est de limite nulle quand n — +oo et donc

+oo +oo
lim hp(x) dx = / h(z) dzx

n—-+o0o oo o

On procede de méme pour les deux autres suites et on conclut.



2 Fonction log-concaves.

12. S étant symétrique, il existe une base orthonormée (ey,...,e,) de R" formée de vecteurs
propres pour S. Notons p; la valeur propre associée a e;. Pour tout 7, on a p; = (S(e;);e;) > 0.
Soit x € R™ et w1, ..., x, ses coordonnées sur la base (e1,...,e,). On a

f () —exp< Zuz )

f est alors, par théorémes généraux, une fonction continue. Elle est de plus & valeurs dans RT.
Soient x,y € R; on note x; et y; leurs coordonnées dans la base (eq,...,e,). Soit A € R. On a

fQz+ (1= N)y) =exp < Zﬂz Az + )‘)yi)2> = [T ¥ (\zi + (1 = X)y/mys)
i=1

ou ¥ est la fonction u — exp(—uQ) de la partie 1. En utilisant la question 6 avec \/u;x; et \/1;y;
et en multipliant les inégalité (possible car les quantités sont toutes positives) on obtient

FOz+ (1= Ny) = [[¥Vram) O (V)™ = f@) fy)
=1

ce qui donne la log-concavité de f.

3 Quelques applications géométriques.

Remarque préliminaire : dans toutes la partie, les fonctions considérées sont continues et a support
borné. Il n’y a pas de probleme d’intégrabilité et toutes les intégrales écrites sont en réalité des
intégrales de fonctions continues sur des segments. On écrira donc des “intégrales généralisées” qui
n’en sont pas ce qui nous permet d’éluder les arguments d’existence. Par ailleurs, je ne vois pas ou
sert la généralisation de “P-L” aux fonctions continues par morceaux évoquée par 1’énoncé.
13. Pour z € R, on note f, : y +— f(x,y) (idem pour définir f, et h,). L’hypothese faite sur
f, g9, h donne pour tous x1,xs,y1,ys de R

h)\:m+(17>\)y1 (Arg + (1 = Ny2) > fay (mQ)AgZﬂ (?/2)17)\

On peut appliquer “P-L” avec Ay, 4 (1—-\)y;s J215 9y, POUr obtenir

/+Oo o Ay = </+OO fz1,y) dy)A </+OO 9(y1,9) dy> -

—00 —00 —00

En notant H(z) = [T h(z,y) dz, F(z) = [T f(z,y) dz, G(z) = [T2° g(z,y) dz on a donc

H(Az1 + (1= Ny1) 2 F(a1) Glyn)' ™

On peut réappliquer “P-L” avec F,G et H ce qui donne exactement

s (i) ([ o)

On pourrait, par un processus récurrent, traiter le cas de fonctions définies sur R™.



14. L’ensemble Q = {[[z. f(x,y) dady/ f € C(A)} est une partie de R non vide (elle contient
0 car I'application nulle est dans C'(A)) et majorée (A est bornée et il existe r tel que A est
inclus dans la boule fermée de centre 0 de rayon r notée B, ; tout élément de (2 est inférieur a
W, dzdy = 77?). Q admet donc une borne supérieure V(A).
Comme A est non vide, il possede un élément X. Comme A est ouvert, il existe un réel r > 0 telle
que les éléments de la boule D(X,r) de centre X et de rayon r soit incluse dans A. En notant
g la fonction continue égale a 1 sur [0,7/2], nulle au-dela de r, affine sur [r/2,r] et en posant
f(Y) = g(|]Y = X||), on obtient un élément de C(A) pour lequel [[5, f(z,y) dzdy > w(r/2)>.
V(A) est plus grand que 7(r/2)? et donc strictement positif.

15. Comme ci-dessus, on a

Vf e C(la,b[x]ec,d]), //R2 f(z,y) dedy < //[ o dzdy = (b—a)(d —c)

Par passage a la borne supérieure, on a donc
V(]a,b[x]c,d]) < (¢ —a)(d —c)

Soit ¢ la fonction nulle hors de [a, b], égale & 1 sur [a+¢,b—¢], affine sur [a,a+¢] et sur [b—e¢, D]
et continue (¢. est bien définie pour € > 0 assez petit car a < b. On définit de méme ). & partir
du segment [c,d]. Soit alors f. : (z,y) — ¢e():(y). f- est dans C(]a,b[x]c,d]) et

//R2 fe(z,y) dedy > (b—a —2¢e)(d — ¢ — 2¢)

Le minorant tend vers (b —a)(d — ¢) quand € — 0. Il existe donc des éléments de V (Ja, b[x]c, d[)
aussi proche que I'on veut du majorant trouvé pour la borne supérieure. On a donc

V(Ja,b[x]c,d]) = (¢ — a)(d — ¢)

De facon similaire,
V(D(O,R)) < nR?

En notant g. la fonction continue égale a 1 sur [0, R—¢], nulle au-dela de R, affine sur [R—¢, R] et
en posant f.(x,y) = g(v/2? + y?), on montre comme dans le premier exemple que la majoration
précédente est une égalité :

V(D(O,R)) = nR?

Dans les deux cas, on obtient ’aire des parties proposées.
16. Soient A et B des ouverts bornés.

- Il existe R4 et Ry tels que VX € A, ||z|| < Ra et Vo € B, ||z|| < Rp. Si z € A+ B on a alors
|zl < Ra+ Rp et A+ B est borné.

- Soit z € A+ B; il existe z € A et y € B tels que x +y = z. A étant ouvert, il existe r, tel que
D(z,ry) C A.Soit 2/ € D(z,r3); 2 =2 +2—2=(x+ (2 — 2)) +y et comme |2/ — z| <1y,
z+ (2 —z) € A Ainsi 2/ € A+ B. On a montré que D(z,r;) C A+ B et ce dernier ensemble
est donc ouvert.

Soient f € C(A) et g € C(B). Soit h la fonction définie par

VZ € R?, h(Z) =sup{f(X) g(Y)1™"/ X, Y € R?, Z=AX + (1 - \Y)}

h est continue sur R? d’apres le résultat admis par I’énoncé. Par définition de la borne supérieure,
on a
VX,Y € R%, h(AX + (1 = \)Y) > f(X) g(¥) A

On peut appliquer la question 13. pour obtenir

//]R2 h(z,y) dedy > <//R2 flz,y) dazdy>A <//R2 o(9) d:l:dy)l)\
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Par ailleurs, si Z ¢ A + (1 — A\)B alors h(Z) = 0 (c’est la borne supérieure d’un ensemble qui
ne contient que 0 car si Z = AX + (1 —\)Y alors X ¢ Aou Y ¢ B et le produit f(X)g(Y)!~*
est nul I'un de facteurs I’étant). Enfin, VZ € R% h(Z) € [0,1] (borne supérieure d'une partie
incluse dans [0,1]). On a donc h € C(AA + (1 — A\)B) et donc

// h(z,y) dedy < VOO + (1— N)B)
R2

On vient donc de prouver que

Vf € C(A), ¥g € C(B), (//R F(zy) czg:dy>A (//R o(z,y) dxdy)l_/\ <VOA+(1—NB)

En passant a la borne supérieure sur f (on peut “factoriser” par ( JJg2 92, ) dq:dy)l_/\ qui ne
dépend pas de f et on utilise ensuite la croissance de t — t* pour “faire sortir” la puissance \
de la borne supérieure) on obtient

1-A
Vg € C(B), V(A (// g(z.y) dxdy) <V +(1-\)B)
R2
Avec des arguments similaires, le passage a la borne supérieure sur g donne enfin
V(AW (B)IFA < VAA+ (1 -NB)
17. Soient f € C(A) et g € C(B). Soit h la fonction définie par
VZ e R, W(Z) =u(Z)sup{f(X) g(Y)}'"/ XY € R%, Z=AX+(1-)Y)}

h est continue sur R? d’apres le résultat admis par la question 16. Par définition de la borne
supérieure, on a

VX,Y e R%, h(AX + (1= N)Y) > u(AX + (1 = MY) f(X) g(Y) A
La log-concavité de u donne alors
VX,Y € B2, hAX + (1= NY) > (u(X) F(X) (¥ )g(¥))'

Le raisonnement se poursuit alors comme en question précédente (on utilisera h/u € C(AA +
(1 = A\)B)) pour obtenir
YA B <y(AA+ (1= N)B)



