Mines-Ponts 2002 — PSI, épreuve 1 (3h) — corrigé

PARTIE 1

Question 1.1
Rayon de convergence

1
I.1.a. Pour fy : t — a, u, = a” E a™z") est de rayon de convergence 1/|a| et de somme F; : x — 7 .
—az

n n

a . AN a . .
Pour f5 : t — at, u, = - la série entiere ( E —'x”) est de rayon de convergence infini et Fy : x +— %"
n n

Pour f3:t+—pt —1, u, =0sin > p, donc la série entiere associée est de rayon de convergence infini. En outre,
n

k -1
Singp—l’onaun:H——l Hp ( >7desortequeF3:x»—>(1+x)p_1
k=1
I.1.b. Si f s’annule en un point 1/k ol k € N*, alors u, = 0 deés que n > k: et le rayon de convergence est infini.
Un+1

Sinon, le critéere de d’Alembert nous conduit & calculer =|f ( )| — |f(0)| car f est continue en 0.

1
Ainsi, si f(0) = 0, le rayon de convergence est infini, et sinon il vaut W
Question 1.2
Suite de terme général u,

1
I.2.a. f étant continue sur [0,1], il existe n > 0 tel que 0 < =z < n = f(z) > if(()) > 0. Alors, des que

u
n>N=1+|1/n], Z—H > 0 de sorte qu’a partir du rang N, u, a le signe de ux.

1+[£(0)]
2

0<z<n=|f(z)] < ¢ On en déduit l'existence d’un rang N tel que n > N =

I.2.b. Cas ou 0 < |f(0)|] < 1. Soit ¢ = < 1. Par continuité de f a l'origine, il existe n > 0 tel que

Up 41
Unp,

< q. Par une récurrence

évidente, on en déduit que si n > N on a |u,| < ¢" N |uy| donc lim u,, = 0.

1+[f0)]
2

Cas ou |f(0)] > 1. De fagon analogue, posant g = > 1, il existe un rang N tel que pour n > N on a

B> g donc Jug| = ¢"Nu| done lim Juy,| = +oc.

n

Question 1.3
Série de terme général u,,
Comme f est de classe C? sur [0, 1], au voisinage de 0 on peut écrire f(x) =1+ Bz + O(z )

Un iy Un —B(lnn—ln(n—l)):lnf(%)Jr/Bln(l—%):é—éJrO( ) = 0(%) de sorte

Un—1 Un—1
que la série ( g wy,) est absolument convergente.

Alors w,, = In

Notons S la somme de cette série : S = lim(Inv,, — Invg) = lim(lnw, — Flnn) donc lim u—g =e¥=L>0.
n

Question 1.4

Fonction F

I.4.a. On a vu que le rayon de convergence de la série entiere considérée vaut 1.

Dp contient donc au moins Vintervalle ]—1, +1[. Etudions la convergence de (Z un) et de (Z(—l)"un)

Uy, est & termes positifs donc les séries (Z Up) et (Z n”) sont de mémes natures : elles convergent si et seulement
si g < —1.

Si B < —1, la série (Z(—l)”un) est absolument convergente. Si 8 > 0, (u,,) ne tend pas vers 0 et donc la série
diverge. Reste a considérer le cas on —1 < 8 < 0. La suite (u,,) est a valeurs positives, tend vers 0 puisque S < 0

U 1
et est décroissante au moins A partir d’un certain rang car —t+- = f (?) 1+ % + o( ) devient plus
Up, n
petit que 1. Le critere spécial des séries alternées s’applique et conclut a la convergence de la série.

Finalement, si 8 < =1, Dp = [-1,41];si -1 <8< 0, Dp = [-1,+1[; et si 0 < 3, Dp = ]—1,+1][.

I.4.b. Ici u, = (”_a)(”—lrga%%l—a) =(—1)"(O‘_1)(0‘_n2')“'(0‘_”)

et on reconnait le développement en série entiere de F': x +— (1 —z)* 1.

, le rayon de convergence vaut 1
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PARTIE II

Question II.1
Propriétés de la fonction g

3,.3
1 1 mr —tanmr  TE T
I1.1.a. Au voisinage de 0, si « # 0, on dispose de g(x) = -~ ~ -3~ ="" donc g est
tanmTz wx w22 w22 3
continue en 0 et donc évidemment sur |—1, +1[.
1. |sin7z 1. sin7a
Une primitive de g sur |—1,0[ ou sur |0, +1[ est G(z) = —In , de sorte que I, = G(a)—li(r)nG =—In .
T T TQ

I1.1.b. h est clairement continue par morceaux et C' par morceaux sur R, on en déduit que sa série de Fourier
converge simplement sur R tout entier vers la fonction 27-périodique h qui coincide avec h mais telle que

- - 1 _
h(0) = h(27) = 5(1 4 e imay,
Les coefficients de Fourier de h s’écrivent, avec les notations standard :

1 27 ) 1 . 1 i
A Z,cn(h) = — —i(nta)t dt= — — (1-— =2im(nta)y 1— _2ira .
n €Z calh) 27r/0 ¢ 2i7r(n+a)( N ) 2i7r(n+a)( ¢ )
En particulier en O :
B(O) = 1(1 + 672757”1) — +§ 1 ( _ 672i7ra)
2 L 2im(n + a)
1—e2ime (1 X/ 1 1
N 2im <a+;<n+a+—n+a)>

1 —e2im (1 n io 2c
247 o n:1a2—n2 ’

de sorte que

—+oo _ 9
1 Z 2 14 e %ima 1 COS Ty 1 (@)
- =3 - = — — =g(a).
™ o2 —n? 1—e 2t 7o  sinma T g

e

II.1.c. La série de terme général 2 converge normalement donc uniformément sur [0, a] pour tout « fixé

—n2
2t

2o
2 _p2l S22

=0(1/n?).

On en déduit qu’on peut intégrer terme a terme la somme de la série, et que

dans ]—1, +1[, puisque

1R e 2 1= 1 X a?
_ _ 2 oo _ 1 _ o
Ia—;Z/O aopdt=— | —n?l]g= 3 n(1- ).
n=1 n=1 n=1
: 2
sin o a
Comparant avec le résultat du a. on obtient : = H (1-=).
Ta n
n=1
Question II1.2
n 2 .
« sin T
On écrit : u,, = kl:[l(l - ﬁ) d’oti la convergence de la suite (u, ), de limite o

PARTIE II1

Question III.1

Existence des fonctions G,, et G

G n’est autre que la fonction I' d’Euler : elle est bien définie sur ]0, +oo], car au voisinage de 0, t*7 et gl
et + — 1 < —1 d’une part, et au voisinage de +o0, t* " le™" <« t7%; elle est continue sur tout compact [a,b] de
10, +-00[ (et donc continue sur ]0, +o0o|) car (¢, ) — t*“te™" est continue sur |0, +-00[ x [a,b] et y est majorée par

a—1_-—t x .
la fonction de domination suivante, qui est sommable sur |0, +oo[ : ¢ — tb71 eit, o 0<t<1;
t° e sit>1.

+oo
On peut écrire, pour tout z > 0, Gy, (z) = / on(z,t) dt.
0
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Fixons z > 0. Les ¢ — ¢, (x,t) sont toutes positives sur ]0,+oo[. Montrons qu'a x et ¢ > 0 fixés, la suite
(pn(z,t)) croit et converge, de limite ¢(x,t). Cela permettra de conclure a la convergence simple cherchée :
lim G, (xz) = G(z), en utilisant le théoréme de convergence monotone par exemple.

Oren effet, sit > n+1, op(z,t) = opt1(z,t) =0;sin <t <n+1, p(x,t) =0 < ppyi(x,t); et si0 <t < n,
¢ t 1 ¢

tant ¥ (t) = DIn(l———)—nln(l——), 't) = - = >0

notant (t) = (n+1)In(l = 7==2) =nn(l = 2), on a v'(t) = T = T T T T 1)

et 9(0) = 0. Donc la suite (¢n(z,t)) est bien croissante. En outre, & > 0 et ¢ > 0 fixés, pour n > ¢, on a bien

liI_E onlz,t) =t""te ! car —t = lirf nln(l —¢/n).

Question II1.2
Une expression de G, (z)

IT1.2.a. Une intégration par parties fournit :

1

1 T 1
0 xr 0 xZ 0 xr

1
1
En outre on a clairement Jo(z) = / t* =l dt = —.
x
’ n!
z(x+1)---(z+n)
II1.2.b. Le changement de variable ¢t = un transforme

Une récurrence immédiate conduit alors & J,(x) =

)= [0 Eyear o [yt =

Question II1.3

Relation des compléments

G(z)G(1 — x) est la limite, quand n — 400, de G,,(2)G, (1 — ).
Or on vient d’écrire :

2

nl*n
Gp(2)Gr(l—2) =
@)l =) = ar ) x(—2)2—2)  (n+1-2)
1 n 1
_;n#*l*x n T T
H(1+E)(1_E)
k=1
1 n 1
Trn+l-z 227
[o-o
k=1
de sorte que, se rappelant les résultats de I1.2, on a :
1 1 1
G(2)G(l—z) =~ == T
T T 22 rsinmTr  sSInmTw
[1a-2
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