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Partie préliminaire
M est un sous-ensemble non vide de M, (C) qui est un espace vectoriel sur € donc sur IR. S

(a ibgd ' ibQ Oa+Aa’  i(b+Ab)O
m=0- -Jge m=QJ- -QJetsd AOR, mtrAm=] —— (—)DestunélémentdeM. Donc M
Oob aQd ab' a'’d O(b+Ab) a+Aa' O

est un sous-espace vectoriel réeMid C ).
Notons a=a, +ia, et b=Db, +ib, les décompasition de a et b en partie rédle @ imaginaire. Alors

m=a;l +a, % OE +by Elp i%+ b, é? _%cequi montre que M est engendré (sur IR) par les 4 matrices |
=i O od 0Od
, vy = 5{) 0% , Vo = BO i% e u = é‘? _1‘5. De plus, ces 4 matrices ©ont indépendantes puisque m = 0
-iJ 0O oo (n
impliguea= b= 0. Doncdim, M =4.
Q72 =v: =u? =
, =W,V =

v u . o e
On remarque que ' Y1l en résulte que la multi plication est une opération interne dans
Vv, =—Viu, =V,

E’z u =-uVv, =v;
M.

Premiére partie

Oa ibg Oa -ib

. Oa ibg = O «— [ha+bb 0o o
I. 1. SIm_HB EE'W m-HB EH+B—i5 aH—(Trm)I etm m_éaao aa+bBE—(detm)l.

Une matriceg deM est donc danG ssig'g =1, c’est a dire ssSg=g™.

SiTrm=0, m+ m=0 d'ot m? =-m m=—(detm)l ='m?.

l. 2. Par unicité de la déaomposition d’une matrice e somme d’'une matrice symétrique & d'une matrice
antisymétrique, une matrice deM antisymétrique ssi elle est multiple ule DoncU = {u; , -ug}.

D’ apres les cdculs de lafin de la partie préliminaire, larelation mu, = u,.M est satisfaite pour m = |,
m= vy, M= Vv, et bien sir pour m = u; puisque u; est rédle. Par linéaité, elle et donc satisfaite pour toute
matricem deM. On peut évidemment remplacgrpar 4;, d’'ot mu=u.m pour toutm dansM et toutu dansU.

Si Tr m =0, m est combinaison linédre de v;, v, €t u;. Le produit de chaaune de ces matrices (a droite
ou a gauche) par, est dan¥/. Donc m.u; etu;.msont dan¥/; on peut bien sir remplacey par ;.

l.3. (m| m) = %Tr(mtm) =detm d'aprésl. , d'oli || = ,/detm.

Par suite]mw| = /detmw = ,/det m,/det w = ||| |w].

. Ca ibQ ) :
l.4.a S 92%5 EEDG’ la” +|b|* =a? +aZ +b? +b? =1 (avec a=a, +ia, et b=b, +ib, comme dans

la partie préliminaire). Il existe alors un unig@el[0, 71] tel quea, = cosd et
=cosd | +a d 0E+b D iE+b D _1‘5— cosd | +m
g 2 SHT™H o T™2H of
oum est une matrice de trace nulleMe
| =9.'g =(cosd | +m).(cos§ I +‘m) =cos? 9 | +cos§(m+‘m)+m‘m = (cos2 9 +det m)l . On en tire

detm=sin?9 , d'ol, dapréd. , m* = —(s;in2 19) I .



. Ca ibO . - .
b. Soit m:EB a%DM non nule; I'un au moins des coefficients a ou b est non nu et par conséguent,

detm=1a|* +|b|* # 0. On peut donc définir g, =

! m qui est auss dans |’espacevedoriel M. De plus,
Jdetm
comme les matrices sont de tailled?f g, = detimdet m=1. Doncg,; est bien une matrice @&
I.5.  D'aprés 1., g7 =—-I.On en déduit que m,.m,. =1 cod +3)+g, sn(d+J)=m,,;, ou 9+
représente |’ addition dans le groupe I%nz des réds modulo 2. Il en résulte que G(g;) est un sous-
ensemble non vide de G, stable par composition et passage al’inverse (car m;* =m,, ), c'est a dire un sous-
groupe de G. De plus, ce sous-groupe et isomorphe a I%nz , c'est adire a1 groupe des rotations du plan

euclidien, et en particulier est commutatif.

Deuxiéme partie

II.1.a. Lesous-espacede M engendré par les matrices |, v, et v, (notation de la partie préliminaire) est contenu
dans V qui est donc au moins de dimension 3. Comme M contient la matrice u; qui n'est pas ymétrique, V est
exactement de dimension 3 et admet le systeime, ftv,} comme base.

b. L'application |y est manifestement linédre. Par ailleurs, ‘I (w)='w."g+g.'w=1_(w) puisque w est

symétrique. Dong, est bien un endomorphisme \de
I, (1) = g+'g. Si |y était le morphisme nul, on en déduirait que g = - 'g, maiscomme Tr g = 0, on a

auss g=-'0 et par conséquent g=g7. Or g est dans le noyau de la forme linédre Tr qui est I’hyperplan
engendré par vy, V» €t U; et les eules matrices rédles de ce hyperplan sont des multiples de u;. Enfin, comme
g0G, g=+u,. Maisdans ce c&, | (v,) =-2v, # 0 cequi contredit |I"hypothése initiale. Donc I, n'est pas le
morphisme nul.
Il. 2.a. Il résulte dd. 1.que pour touy dansG de trace nulleg®="'g* = -1 . On en déduit

lyoly (W)= g.(g.w+ W.tg)+(g.w+w.tg).tg =g®.w+2g.w.'g+w. ' g* =2g°.w+2g.w.'g = 2g.1 /(W)
En composant pdg, 1,(g.1, () :%|g ol ol (W) =g.l ol (W) =2g%.1 (W) = -2l ().
En utilisantl. 3., .1, (w)| = o] [, (w)| = y/det g [, (w)]| =1, (w)] -

Enfin, puisqueg™='g (1. 1.), et, pouudansU, g.u=u.g (1.2), I ,(g.u)=g*>.u+g.u'g=-u+u.g.'g=0.
b. Pourv etw dansV, en sachant qu&r (v.v') = Tr(v'.v) et en utilisant la propriétéj=g™ =-g,

(Ig(v)| W):%Tr((g.v+v.‘g).‘v_v):%Tr(v.tw.g+v.tg.‘v_v):(v| tg.w+w.§):§/| Ig_l(w)ﬁ: —(v| Ig(v)).

Donc | * = -l ; autrement dit, est antisymétrique.

c. Alors, pour tout w dans V, (I,(w)| g.,(w)) = —(w| (a1, (w))) =-(w] -21,(w))=2(w] 1,(w)=0

puisquely est antisymeétrique. Les matridgév) etg. I4(w) sont donc perpendiculaires.
I1.3.a Une matrice u de U est égale au, ou & -u,. Elle et donc de déterminant 1, d'ou u.'ii=1 et

(ul ho):%Tr(u.‘U.‘g):%Tr(—g):0.

Remarquons qug, (u) = gu+u'g=g.u-u.g=0 dapred. 2., dou
(uf h)=(u] 1)) =1, (W] v)=0

(uf h,)=(ul g.Ig(v)):%(u| |go|g(v)):%(|go|g(u)| v)=o0.

Dans le dernier calcul de a. , on a vu quely(g.u) = 0, d’ou

(he| 1) =(g-ul 1;0) ==(1,(g.w)| v)=0



1 1
(ho| 1) =(g.ul g.Ig(v)):E(g.u| |go|g(v)):—5(|g(g.u)| l,(v)=0.
Enfin (hy| h,) = (1, ()| 9.1,(v))=0 dapres2.c.
b. On vérifie dsément que V est I"hyperplan orthogonal a u;. En effet, V est engendré par les trois matrices

u, | I):Trulzo
I, vi et v, et ul| vl) =Tr(u1.t\71) =Tr(-v,) =0. Il en résulte que ho, h; et h, sont dans V (c’est a dire sont
u | vz):Tr(ul.tvz):Tr(vl) =0

symétriques) et en constituent un systeme orthogonal. De plus hy = g.u# 0 car g et u sont inversibles, h; = l4(v)
#0 par hypothése @ h, = g.h; #0ca g est inversible. Donc ces trois matrices constituent bien ure base
orthogonale d&'.

Pour obtenir une base orthonormeée, il suffit alors de normaliser les vecteurs. On remarque

d’une part queh,| = |gf |u| = ydet g/detu =1,

dautre part qudh, |* = (g.1,(v)| g.|g(v)):%(|go|g(v)| g.1,() = (1, 1,(0) ="

O
B
Pour trouver lamatrice de |4 dans cette base, on remarque que | (h,) =1,(g.u) =0 (2. a) et en uili sant

2.b. puis2. a., on calcule
!

h h
On prendra donc comme base orthonormée le sys@m 2
g @] It

_2(|g(v)| |g(v))_

g, L E: . (1,01, g.1,0) = —%(|g(v)| Ig(g.lg(v)))——2—2
0 8 @l o sl ]
M 0 00
Comme la matrice dg dans une base orthonormée est antisymétrique, elle s{@ciit —ZD.
2 0

% |, est donc la projedion orthogonale sur le plan engendré par h, et h, composée aeclarotation d’angle T, 2
dans ce plan orienté.

Om,.u= (I cosd +gsind).u=ucosd +h, sind
a
.h, =l cosd +gsind).h, = h, cosd —usind
. 4. Enuilimntl’égalitégz=-l,5% b = g_ )} ="y . On en déduit que la
oM, .h, = (1 cosd + gsind).h, =h, cosd +h, sind
H‘ng.hz=(Ioos:9+gsin19).h2=h2c03z9—hlsin19
Ecosﬁ -snd O 0 0O
[sind cosd 0 0 [

matricede s, danslabase {u, hy,hy, h2} séait o 0 On peut remarquer que cdte

0 cosd —sinﬂg'
oo 0 snd cosd [

base n’est pas orthonorméemais qu’elle est orthogonale, que u et hy sont normés et que s on normalise hy et h, ,
la matrice ne changera pas.



