e3a PSI B (4 heures)

un corrigé

Exercice 1.

1.
2.

T = %yz est une équation cartésienne de I'.

I' est une parabole d’axe Oz. Son foyer F' est sur cet axe et il existe a > 0 tel que F; = (a,0).
Sa directrice D a alors pour équation z = —a. Comme I' = {M/ d(M, F) = d(M, D)} et comme
(a,2v/a) € T, on a 2y/a = 2a et ainsi a = 1. T est donc la parabole de foyer F' = (1,0) et de
directrice d’équation x = —1.

. La tangente & I' en M(t) passe par M(t) et est dirigée par M'(¢t) = (2t,2). Une équation

cartésienne de cette tangente est donc

T, : (z—t)—ty—2t)=0

. Le projeté orthogonal P(t) de F sur T} est le point de coordonnées (x,y) tel que

{ (x—t3) —tly—2t)=0
tlx—1)+y=0

(P(t) est sur T; et F'P(t) est orthogonal & T;). On a donc (résolution aisée) P(t) = (0,t). La
podaire de I' par rapport au foyer est donc ’axe des ordonnées.

. 5.1. De méme, projeté orthogonal P(t) de O sur T; est le point de coordonnées (z,y) tel que

{ (x—t2) —t(y—2t) =0
tr+y=0

On résoud aisément ce systeme pour obtenir un systeme d’équations paramétriques de la

podaire :
t2 t3
(*) 241’ (*) 1+1t2
5.2. On a 2(2 )
2t 22 +3
Xt =———"rr et Y(t)= —2
O=-Grep & YO= 7m0

Il y a annulation simultanée des dérivées quand ¢t = 0 seulement. En ¢ = 0 on a donc un
point stationnaire. Comme

X(t)=—t2+0o(t?) et Y(t) =13+ op(t?)

On obtient que la tangente est dirigée par (—1,0) et que l'on a un point de rebroussement
de premiere espece (les dérivées seconde et troisieme en 0, qui sont (—2,0) et (0,6), sont
indépendantes).

Quand t — 400, X(t) = —1 et Y(t) = 400 et x = —1 (la directrice de la parabole) est
asymptote a la courbe. L’étude est la méme en —oc.



Exercice 2.

Partie A.

1. Notons f, : x + W fn(0) =1 est le terme général d’une série grossierement divergente.
Siz #0, fru(z) = O(1/n?) est le terme général d'une série absolument convergente. Finalement,
> (fn) converge simplement sur R* et

D =TR*
2. Si 0 < x < y alors pour tout n € N*, f,,(x) > fn(y). En sommant, on a donc f(x) > f(y). f est
ainsi strictement décroissante sur I.

3. On utilise le théoreme de régularité des sommes de séries de fonctions.
-V, fo€CHI)et f) : xrs — 2002

G COREE
- > (fn) converge simplement sur I.
- V(@b C T, Vo > a, Vn > 1, [f(2)] < qeibey. Ainsi || flloo ot < s = O(1/n?)

est le terme général d’une série absolument convergente ce qui nous indique que  (f))
converge normalement sur tout segment de 1.
Le théoréme s’applique et indique que f € C1(I) avec
!/ S n2
Ve >0, f(z) = 2x;(1+(7”ur)2)2
Remarque : on obtient ainsi que [’ est négative sur I ce qui redonne la décroissance.
4. On veut maintenant utiliser le théoréeme de double limite.
- Chaque f, est de limite nulle en 4o00.
-V >1, Vn>1, |fu(z)] < L5 Ainsi [l fll oo, 1,400 < ﬁ est le terme général d’une série

14n2" —
absolument convergente ce qui nous indique que _(f,,) converge normalement sur [1, 00|

et donc au voisinage de +o0.



On conclut que
lim f(z)=0

Tr—-+00

5. 5.1 Fixons z > 0. La fonction g, : t— m%mg est décroissante sur R™. En particulier,

Vp>1, Ve [p,p+1], g.(p+1) < g2(t) < g2(p)

En intégrant cette inégalité sur [p, p + 1], on obtient

vp € N* 1 </P+1 . _ 1
P "1+ (p+1)222 — » 1+t222 = 1+ p2a?

5.2 Fixons z > 0 et sommons ces inégalités :

n

. 1 gt 1
>,y — < L N S
= ;14—(]94—1)2:172_/1 1+t2x2_pz:;1+p2x2

t— 7 H%Q a pour primitive sur R la fonction ¢ — = arctan(t:v) Les quantités précédentes
admettent une limite quand n — +o00 et ce passage a la limite donne

1

7r
— < .

f@) = < 5 < 1@)

ou encore .
T

— <

2 f@) < 14 a2 bT: 2x
Majorant et minorant étant tous deux équivalents a 5~ quand x — 0, on en déduit que

6. L’allure de la courbe de f est celle d’'une branche d’hyperbole.

Partie B.

1. Soit x > 0. hy : t— :;1:( ) est continue sur RT*, prolongeable par continuité en 0 (par la valeur
1/z) et dominée par 1/t? au voisinage de —|—oo (car x > 0 et par croissances comparées entre
puissance et exponentielle puisque |h,(t)]| < ~%1) h, est donc intégrable sur RT et ¢(x)
existe donc a fortiori.

e““S et ™€

2. Il s’agit d’utiliser le théoreme de continuité des intégrales & parametres.

sin(¢)

- Vx>0, t+— 57— est continue sur RT*

I
-Vt>0, x+— esftl( ) est continue sur 1.

sin(¢

- V]a,b] C I, Vt >0, %‘ < % Comme ci-dessus, le majorant est inrtégrable sur R**.

Le théoreme indique donc que ¢ € CO(I).

3. 31 Ona a
a i a % eli—kz)t
Ya > 0, / e " sin(t) dt = Im </ eli= x)t; dt) — Im :
0 0 1 — kx 0

Le terme de droite admet une limite quand a — 400 et J; existe donc avec

1 1
Jp =1 -
b m(z—kx) 1+ k222




3.2 On a (somme géométrique de raison e~** € [0, 1])

sin(t) . R R —kat
Vo >0, Vt >0, P sin(t)e™® Ze "= Zsm(t)e v
k=0 k=1
On veut maintenant utiliser un théoréme d’interversion somme-intégrale (on travaille a
fixé).
- gr : sin(t)e”**! est le terme général d’une série de fonctions continues qui converge

simplement sur R™ vers ¢ %

- On a (inégalité triangulaire et majoration par la somme infinie)

> i)

k=1

qui est continue sur R**.

| sin(?)]
et —1

Vn € N*, Vi > 0, <

eton a vu que le majorant est intégrable sur RT*.

On peut ainsi appliquer le théoreme de convergence dominée pour obtenir

o@) =S Ik = f(2)

k>1

Exercice 3.

1. 1.1 x étant dans F- est orthogonal & tous les e; et on a alors ||z]|? = 0.

1.2 On a donc montré que F+ = {0}. Mais comme F est de dimension finie, le cours nous dit
que E = F @ F*. On en déduit que F = F est de dimension finie (inférieure & n).

2. Appliquons (P) aux ey :

n

ke {1.ond, llewll® =D (exlen)® = llexll* + > (exlei)?

i=1 i#k
Comme on suppose |lex]| > 1, on a |lex]|? < |lex]|* et I'identité précédente nous apprend que
Vk e {l,...,n}, ) (exlei)? <0
ik
Les (ex]e;)? étant positifs, la somme ne peut étre < 0 que si tous les termes sont nuls. On a donc
Yk, Vi #k, (exle;) =0
ce qui montre que B est une famille orthogonale. (P) appliquée avec e, donne maintenant
vk e {L,....n}, Jlexl® = llex]*

et comme |legx|| > 0, on en déduit que |lex| = 1. B est finalement une famille orthonormale.
Comme cette famille engendre E = F, c’est une base orthonormale de E (le caractére orthonor-
mal entraine le caractere libre).

3. 3.1 Comme B engendre F' = E, I’hypothese supplémentaire d’indépendance nous apprend que
B est une base de E.

3.2 On a deux relations :

(lz +wl* = ll=]* = lly11%)

N

1
Yo,y € B, (2ly) = 4 (lr +l* = llz = ") =



3.3 Soient z,y € E. On a

(lz +yl* = ll= = ylI?)

Z(l‘ +yle)® — Z(ﬂﬁ - y|€z')2>

=1 =1

(zly) =

g SN

(((zler) + (yle))* = ((xleq) + (yles))?)

|
W=
]

=1

(4(z[ei)(ylei))

Il
>~ =
INgE

1

K2
n

= ) (zlen)(yles)

i=1
3.4 Les formules de produit matriciel donnent

n

Vi, g, (A%)i5 =Y AikAr; = D _(eiler)(erle;) = (eile))
k=1 k=1

la derniére égalité provenant de la question précédente (et de la symétrie du produit sca-
laire). On a donc A% = A (égalité de leurs coefficients).

3.5 Soit x =Y ;" | z;e; € ker(a). On a alors
n
Vi € {1,.. . ,n}, ZAi’jxj =0
j=1

et, avec I'expression de A; ; et la bilinéarité du produit scalaire,
n
Vie{l,...,n}, (ei] Y wjej) = (eilw) =0
j=1

x est donc orthogonal a tous les éléments d’'une base de E et est donc nul. On a montré
que
ker(a) = {0}

3.6 A est donc inversible et en multipliant A?> = A par A~! on obtient A = I,, c’est & dire
Vi, j, (eilej) = di;

Ceci siginifie exactement que B est une famille (et donc ici une base) orthonormale.

Exercice 4.

1.

2.

Soit X € C" avec X #0. Y = ﬁ étant de norme < 1, on a (la borne sup étant un majorant)

|AY || < N(A) ce qui donne, ||AX|| < [|X|IN(A). L’inégalité reste vraie si X = 0.

La boule unité fermée est un compact de C™ (c’est un fermé borné en dimension finie). De plus

X — ||AX|| est continue. Cette fonction admet donc un maximum sur la boule unité fermée et

il existe Y € C" avec ||[Y] < 1 tel que N(A) = ||[AY||. Comme ||AY]| < N(A)||Y|l (question

précédente), on a N'(A) < N(A)|Y].

- SiA#0alors N(A) #0et ||Y] > 1. Comme ||Y| <1 onadonc ||Y] =1. En posant Xg =Y,
on a donc ”|1|4)§((ﬁ|” = ||AY || = N(A).




- Sinon, tout Xy # 0 convient (car N'(A) =0 et AXy = 0 pour tout Xj).
Dans tous les cas, on a trouvé un X, convenable.

| Xoll _ ¢

3. Appliquons la question précédente avec A = I, : on trouve N (I,,) = [ Xoll —

4. Lerésultat demandé traduit I’équivalence des normes N et cal N », qui est acquise puisque M,,(C)

est de dimension finie (n?).

. C’est immédiat puisqu’une partie est bornée si et seulement si elle est incluse dans une boule.
On peut aussi dire par inégalité triangulaire que

VAe G, N(A) < NA-L)+N(I,) <2

6.1 G étant un sous-groupe est stable par produit et par passage a l'inverse. Le résultat demandé
en découle immédiatement (si on veut ergoter, on prouve le résultat par récurrence sur k € N
& partir de A et A~! qui sont dans g).

6.2 A étant dans GL,,(C), 0 n’est pas valeur propre de A et A # 0. On montre par récurrence
sur k que A¥X = A*X est vraie pour tout k € N.
- Initialisation : A°X = X et le résultat est vrai pour k = 0.
- Hérédité : soit k > 1 tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang k — 1. On a alors

ARX = A(AFIX) = MlAX = M\ x

et le résultat est donc vrai au rang k.
De plus AX = AX donne, en multipliant par A~! et en divisant par A\, A1 X = A71X.
Une récurrence semblable indique alors que Vk € N, A7*X = A\"*X. On a donc

VkeZ, AFX = \FX

6.3 Comme A* € G, A* est dans la boule de rayon 1 de centre I,, et donc N'(A¥ — I,) < 1. La
question 1 indique alors que
(A" — 1) X < || X]

On a donc |[(AF —1)X|| < || X||. Avec 'homogénéité de la norme et en divisant par || X || > 0
(X est vecteur propre et donc non nul) on obtient

-1 <1
Par seconde forme de I'inégalité triangulaire, on a enfin
I =1 < V-1 <1

6.4 Si |\ > 1 alors |/\k\ — 400 quand k — oo ce que ne permet pas la question précédente. Si
|A| < 1, on obtient de méme une contradiction en faisant k& — —oo. Finalement,

Al=1
6.5 On a |¢® — 1|2 = (cos(a) — 1)? +sin?(a) = 2(1 — cos(a)). Appliquons ceci avec a = k@ :
IAF — 112 = [2(1 — cos(kh))| < 1

A fortiori, on a
|1 —cos(kf)| <1/2<1

On en déduit que cos(kf) € [0, 2] et comme un cosinus est < 1,

cos(kf) € [0,1]



6.6

6.7

7.2

7.3

7.4

7.5

Les éléments de [—m, 7| ayant un cosinus > 0 sont ceux de [—m/2,7/2] et donc
0 €[—m/2,7/2]

On a alors 20 € [—m, 7] et comme son cosinus est > 0, on trouve de méme que 20 €
[—7/2,7/2] c’est a dire
0 € [—m/4,7/4]

On prouve par récurrence que g € N que 6 € [—m /29, 7/2%] est vrai pour tout ¢ € N.

- Initialisation : c’est vrai par hypothese sur 8 pour ¢ = 0.

- Hérédité : soit ¢ > 1 tel que le résultat est vrai jusqu’au rang ¢ — 1. On a alors 29714 €
[—7, 7] et son cosinus est positif donc 29710 € [—7/2,7/2]. On en déduit le résultat au
rang q.

En passant a la limite ¢ — +o00, il vient que 8 = 0 et donc que A = 1. 1 est la seule valeur

propre possible. Or, toute matrice complexe a au moins une valeur propre. Ainsi,

Sp(4) = {1}

Notons uy 'endomorphisme canoniquement associé a A. A € Sp(A) et il existe donc un
vecteur ey # 0 tel que ug(e;) = eg. (e1) est libre et, par théoreme de la base incomplete,
il existe ey tel que (eq,ez) soit une base de C2. Dans cette base, u4 est représenté par une

matrice de la forme T = (1) Cbl . T et A sont alors semblable et donc 1 est I'unique

valeur propre de 1" ce qui indique que b = 1. De plus a # 0 car sinon 1T serait diagonale
et A diagonalisable. Finalement, A est semblable & une matrice triangulaire de la forme

T:(1 Cf)avecanonnul.

On montre par une récurrence non détaillée que

m_ (1 ma
YmeN, T —<0 1 >

On en déduit que
Vm € N, Noo(T™) = max(mlal, 1)

Pour m assez grand (m > 1/]al), on a Noo(T™) = m|a] — +00 quand m — +o0. Ainsi

lim No(T™) =400

m——+00

Avec la question 4, on en déduit que

lim N(T™) =400

m——+00

Or, il existe une matrice inversible @ telle que Q1 AQ = T et donc (récurrence) Q1 A™Q =
T™. On a alors

N(T™) = N(@Q'A™Q) < N(QN(A™MN(Q™)
Comme N(Q) > 0 et N (Q'), on en déduit (en divisant par ces quantités) que
lim N(A™) = +o00

m—+00

Ceci contredit le fait que G est borné (puisque les A™ sont dans G). On a donc montré, par
I’absurde, que A est diagonalisable.

Tout élément de G est diagonalisable d’unique valeur propre 1. I, est donc le seule élément
possible dans G. Comme on a un sous-groupe, il est non vide et

G = {In}



