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Epreuve de Mathématiques A  PSI

durée : 3 heures

Partie I : Expression des solutions de (L).

1. L’ensemble des solutions de (L) est un R espace vectoriel de dimension 2. Une
base est formée par les deux fonctions x — e” et x +— e~*. Une autre base est
formée des fonctions x +— sh(x) et x +— ch(x).

2. L’ensemble des solutions de (L) est un espace affine de direction ’ensemble
des solutions de (Ly).

T x—t _ t—x T ,—t T Lt
3. hiz)= | ST pwyat=e" | Svydt—e [ So(t)dt
2 2 2
0 0 0

Par dérivation simple,comme b est continue, pour tout = € [0, 1] :

x _—t —x x _t x
K (z) = e / I CO B / oyt — e )
) 2 2 ) 2 2

/ _ ‘ e_t —T ¢ et
W(z)=e¢" | “—bt)dt+e “b(t)dt
0 2 0 2

De mé me :

Tt

T ,—t
(@) = e / © b{t)dt — e / < blt)dt + b()
0 0
Et, pour tout = € [0,1], h”(z) — h(z) = b(x). h est solution de (L).

4. Les solutions de (L) s’écrivent donc sous la forme :
Vr € [0,1],y(x) = Ach(z) + Bsh(z) + h(z)

ou A et B sont des constantes réelles.

5. Soient (a,3) € R? et s une solution (L). Il existe deux réels A, B tels que,
pour tout = de [0,1], s(x) = Ach(z) + Bsh(z) + h(z).
s(0) = ash (1)
La condition et &
5(1) = sh (1)
s(0) =ash(l)=A

s (1) = Bsh (1) = Ach(1) + Bsh(1) + [, sh(1—t)b(t) dt

Systeme qui permet de déterminer A, B donc s de maniere unique.

Partie 2 : Développement en série de Fourier de la fonction H.

On fixe x dans [0, 1] et soit ¢ la fonction impaire, 2-périodique, définie sur [0, 1] par :

sh(1)

sh(x .
shBSh(l_ﬂ six<t<1

vVt e [0,1],¢(t) =

{ P2 op (1) si 0 <t < @

1. Pourz=1/4 on a:
¢ est croissante sur [0, 1/4] (de la forme t — ksh(t)), décroissante sur [1/4, 1],
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continue en 1/4. ¢(0) = (1) = 0. La valeur maximum sur [0,] est p(1/4) ~
0,18. Par imparité on connait donc complétement ¢ sur [—1,1], puis par 2-
périodicité sur [—2,2].

2. ¢ est impaire donc, Vn € N a,(¢) = 0.

o [T/
Pour tout n € N*, b,(¢) = T/ o(t) sin(nwt)dt avec T =2 et w = 3¢ = .
—1/2

1
Comme ¢ est impaire : Vn € N* b, () = 2/ ©(t) sin(nnt)dt On obtient :
0

= ' Ms sin(nm 1 Sh($)s — t)sin(nm
bu(p) = 2/0 sh(1) h(t) sin( 75)0l7f—|—2/:D sh(1) h(1 — t) sin(nmt)dt
Apres calculs (!!) : b, () = %ﬂfﬁ)

3. On vérifie que la fonction ¢ est continue sur |0, 1[(pas de probléme en t = ) ;
comme (0) = 0, elle est continue sur | — 1,1[. Comme (1) = p(—1) =0 le
prolongement périodique reste continu. De plus la fonction est de classe ¢! par
morceaux. La série de Fourier de ¢ converge normalement vers ¢.

4. Par suit fixé, Ve € 0,1], pl) = 3 250(nm2)

. Par suite, pour z fixé, 6[,],¢()—Z:1n27r2+1

sin(7nt)

Vu la définition de ¢ on a bien :

sin(7nx) sin(7nt)
V(z,t) € 0,12, H(x,1) —22 1

Partie 3 : Etude d’un endomorphisme auto-adjoint défini par H.

Soit W I'application qui a tout élément f de E associe W(f) définie par :

vz € 0,1, /Hmt

1. Tl faut montrer que, pour tout f € E, ¥(f) est bien définie et est une fonction
continue.
Par hypothese H est continue sur le fermé borné (0,1]* de R?. Elle est donc
bornée sur [0, 1]2. Notons M tel que V(x,t) € [0,1], |H(x,t)| < M.
Soit alors f € F; montrons que toutes les hypotheses du théoreme de conti-
nuité d'une intégrale dépendant d’un parametre sont réunies :
Vo € [0,1], t — H(x,t)f(t) est continue donc intégrable sur I'intervalle [0, 1]
Vt € [0,1], z — H(z,t)f(t) est continue sur I'intervalle [0, 1]
Vo e [0,1]Vt € [0, 1], [H(z,t) f()| < M|f(t)] < M]|f]]o

avec ||f]lec = sup |f(t)|. La fonction constante ¢ +— M||f||s est intégrable
t€(0,1]

sur [0, 1]. L’hypothese de domination est vérifiée.
U(f) existe et est continue sur [0,1]. U(f) € E.
La linéarité de ¥ est évidente. ¥ est un endomorphisme de F.
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2. feFE, zel0,1]: d’apres 'expression de H trouvée en 4

U(f)(x) = 2 /0 (Z%sm(mmz) F(8))dt

n2m2
n=1

sin(mnx)
m Sln(ﬂnt)f(t)

Les g,, sont des fonctions continues et intégrables sur [0, 1].

La série ) g, converge simplement sur [0, 1] vers la fonction t — H(z,t)f(¢)
qui est continue donc intégrable sur [0, 1].

' L) 1

1t 1
La série ) v, est convergente. On a donc : / Z gn(t)dt = Z ( / (t)dt)
0

n=1

Pour z fixé notons g, : ¢

On a donc, pour tout x :

\If(f)(x):2 y - sinlrna) (/f ) sin(mnt)d )

n7r2+1

3. Soit G € L(FE). G est auto-adjoint ssi V(f, g) € E?, (G(f)|g9) = (fIG(9))

V(f,g)€E27(\P(f)|g)=/01\11(f( o dx—/ (/th dt) o2

Les applications sont continues, le théoreme de Fubini permet d’écrire :

Nlg) = //th o) dadt = //Hw Vg(u)dudv = (F19(g))

U est un endomorphisme auto-adjoint de £.

4. En reprenant l'expression de la question 2 :

Vi€ B (B(If) = /( Si;?iﬂ) ([ r0rsintantyie) sty

Vf ek (‘If(f)|f)=2< / f(t)sin<7mt)dt) / 1 (f%) f(w)da

Le méme raisonnement que la question 2 donne :

HIf) =2 (/ f(t)sin(mnt) dt> <Z/ :;W;Tixl dx)

AIf) = 22 ( ) sin(mnt)dt x fo sin Wﬂx)f(x)dx)

n?m2 +1

+oo fo ) sin(7nt)dt :
(T(HIf) =2 Z< o ) >0

n=1
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5. Soit u € E tel que (V(u)|u) = 0.

5.1 La somme précédente est composée de termes positifs ; sa nullité entraine

que tous les termes sont nuls. Vn € N, / z)sin(mnx)dr =0

5.2 L’énoncé indique :
Soit F' la fonction définie sur R, impaire et 2-périodique telle que :

u(z) six €]0,1]

F:QJE(O,HHF@):{ 2siz=0ouz=1

Comme F est supposée impaire, il y a une erreur et on prendra donc
FO)=0et F(-1)=F(1)=2
Les coefficients de Fourier se calculent comme dans la question 2 de la

partie 2. Yn € N, a,(F) = 0;
1

Vn € N*, by(F) = 2 / " F () sin(nmt)dt = 2 / u(t) sin(nt)dt = 0

Les coefficients de Fourier de F' sont tous nuls; F' est continue par mor-
ceaux, la relation de Parseval nous permet d’écrire :

%/_11 F?*(x)dr =0 = %/01 F?(x)dr = /01 u?(z)dx.

5.3 Siu Vériﬁe ( (u )|u) = () alors, comme u est continue sur [0, 1],
f]o 1 u2 f[o 1] t)dt = 0. La positivité et la continuité entrainent

u? donc u nulle sur [O 1]. Par contraposée :
Pour toute fonction v différente de la fonction nulle, (¥ (v)|v) > 0.
5.4 Soit A une valeur propre de ¥ et v un vecteur propre associé.
v est non nulle et (¥(v)|v) = (\w|v) = A[v||* > 0; comme |[[v]|| > 0,
A>0.

6. Pour m € N*, soit la fonction f,, définie par : :

Vo € [0,1], fm(z) = sin(rmax)

6.1 /0 sin(mpz) sin(mwgx)dr = /0 cos((p + q)mx) ‘g cos((p — Q)Wf)dx'

. ' .  [sin((p+ @)mz) _sin((p — g)wx)]’
Sip#q, /0 sin(mpz) sin(mwgx)dr = [ 20+ ) 2= )
Sip#aq, (fp fo) = /0 sin(mpx) sin(rgz)dr = 0

Sip=0, (fy fi) = 5

6.2 Soit m € N*,en utilisant la formule de la question 2, pour tout x :

W(f)(x) = sm ™) (/ £ (t) sin(rnt) dt) _ 22 sin(7nr) (il )

n n2r? 4+ 1 n2r2 + 1
ol o
W(fa)e) =20 ey (g = T

DM 2-4sur6



E3A

Ensam-Estp-Euclide-Archimede 2006

7. Soit A une valeur propre de ¥ et f, un vecteur propre associé.

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

Partie 4

Soit s la solution de ’équation y” — y = f vérifiant les conditions de la
partie 1 question 5 avec o = 3 = 0. s est de classe ¢* sur (0, 1].

Pour tout z : s(z) = ash(l — z) 4+ fsh(z) — VU (f)(z) = =V(f)(z)

U(f) = —s est donc également de classe ¢2. Comme A > 0, si fy est un

vecteur propre associé, fy = %kll( fr) est donc aussi de classe 2.

Sia=p=0,s=—Y(f) vérifie s” —s = f avec s(0) = s(1) = 0.
Donc si ¥(fy) = Afa, A#0Oon a:
(=AL)" = (=AM fa = [x avec f1(0) = fr(1) = 0.

y'(x) = (1-3)y(@) =0

f est solution du probleme : y(0)=0
y(1)=0
Si A = 1 était valeur propre, pour f; associée, f{' = 0 = f; affine.

La condition fi(0) = fi1(1) = 0 entraine f; = 0. Contradiction.
1 n’est pas valeur propre de W.

1
Notons ¢ =1 — XO. Si ¢ > 0, la solution générale de 3" — cy = est :

y(r) = aeV + be Ver

La condition y(0) = 0 = y(1) implique a = b = 0. Seule la fonction nulle
est solution, on ne peut trouver de vecteur propre. A ne peut étre valeur
propre dans ce cas.

1 1
L 1— = <0,s0it w=4/~—1.
orsque )\ SO1T W /\

La solution générale de y” + w?y = 0 est y(x) = asin(wz) + bcos(wz).
y(0)=0=b=0et avec b =0, y(1) =0 = asin(w) = 0.

Si sin(w) # 0, b = 0 et seule la fonction nulle est solution. A n’est pas
valeur propre.

Les valeurs propres éventuelles sont donc telles que w est de la forme
w=kr, ke€Z. . .

Dans ce cas A = T 11 e et fr="0fr.

Les valeurs propres sont donc de la forme A =

———— m € N* (1 n’est
m2r2 + 1’ (

pas valeur propre donc m # 0).

Comme on a vu que les fonctions f,, étaient vecteurs propres, on a

déterminé ainsi toutes les valeurs propres.
(V) = {5y /m €N}
s ={———/m
P m2n? 4+ 1

Les espaces propres sont des droites vectorielles de vecteur directeur les
fonctions f,,.

: Calcul de la norme de ’endomorphisme V.
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1
1. Pour m € N*, || f]] = 7 Bon = V2 fom.

2. La question 2 de la partie précédente donne :

2.1
(fm|f)

m7r2+1

VfeE, U(f _22

VfeE, U(f _22 m/ﬂf Pom | V2.

m2mr? +

+o0
VfEE, W(f)=> Mhm.

— m*m? + 1
2.2 Soit pour f € E, F la fonction impaire, 2-périodique égale a f sur |0, 1]

et telle que F(1) = 0. Comme dans ’étude faite pour la fonction u la
relation de Parseval appliquée a F' donne :

—+00

VEeE, [IfIF =) (half)

m=1

3. En utilisant la formule de 2.1 et avec les raisonnements vus précédemment,
pour tout entier p :

(1) _ I
(V(P)lhy) = 5y lhy) = 250

En appliquant la formule précédente a W(f) :

+oo +0o0 2 2
hunlf)? =1 (hmlf) 1]
v c E \I’ 2 — ( < m=1 — .
f ) H (f)“ Z (mzﬂ.z + 1)2 - (WQ + 1)2 (71,2 + 1)2
=1
4. Soit K = ——.
7r22 1
V(f,9) € E2 [V = f) =W (g)|| = [[¥(f = 9l < K[If = gll.
L’application est lipchitzienne donc ¥ est un endomorphisme continu de (E, || ||).
1
5. P tout f d 1, ||w <
our tout f de norme 1, [|[U(f)|| < th"’l
Mais hy est de norme 1 et W(h;) = — .
441
D 1)) = =
onc : su = :
e w41

Fin du probleme.
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