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Préliminaire
u € L(E) de matrice U = (u; ;) € M,,(R) base B, U non inversible.

1. U et u sont de méme rang. u est non inversible, donc non injective et il existe
un élément = non nul dans ker u qui vérifie donc u(x) = 0.

2. Soit alors x = (x1, ..., ©,) vecteur non nul de ker u. Il existe i € {1,2,...,n} tel

n
que ||z||s = |2i|. La i®™ coordonnée de u(z) dans B est Zumzj.

j=1
Comme u(z) = 0, on a en particulier : —u;;x; = Z Ui T
=15
n n
Et donc : Jui| X ||2]loo = usg] X sl = | D iy xay| < Y Juigl x |ayl.
J=1,j#i j=1,j#i

n
3. Pour tout j , 2] < [|2] |, done |uil[[z|le < ) fuill]|o et comme ||z][o # 0

=15
n

on a bien trouvé i tel que : |u;;| < Z |[wi .
j=lgi

4. Comme 4 > 1 et 4 , la condition précédente n’est pas réalisée pour la

matrice

> 3
00
00
1 0 |. Elle est donc inversible. ( matrice a diagonale
4 1

4

O O O N =
O O N =
O N == O

2
strictement dominante).

Partie 1.

Soit f I'endomorphisme de E représenté dans la base B par la matrice M de M, (R)
telle que M = (m; ;) ou :

-2 si 1=
Vie{l,..,n}, Vie{l,..n}, miy=< 1 si |i—j|=1
0 sinon
-2 1 0 0
1 =2
M=1 o 0
.o =2 1
0 0 1 =2



Question 1

1.1 M est une matrice symétrique réelle, ses valeurs propres M sont réelles et elle
est diagonalisable sur R.

On pose : M = —2[, + T , avec g 'endomorphisme de E associé a la matrice
T=(t;). Ona:g=f+2e.

1.2 M€ sp(f) & [ — Aenoninversible < g — (A + 2)e non inversible < (A + 2) € sp(g).
Comme f(z) = Az < g(za = (A +2)z,ona Ker(f — Xe) = Ker (g — (A + 2)e).

Question 2

2.1 Soit p € sp(T). La matrice T' — ul, est non inversible. D’apres la question 3

du préliminaire, il existe i € {1,2,...,n} tel que [t;; — pu| < Z |ti ;|-
J=Lj#i

(Les éléments de T — pl,, sont ceux de T' sauf les éléments diagonaux égaux a
tii — ).

2.2 Les éléments ¢, ; diagonaux de 7" sont tous nuls, et dans chaque ligne de 7" tous
les éléments sont nuls sauf un ou deux égaux a 1.
Pour le i déterminé dans la question 2.1, on a donc || < 2 ou 1 donc
|l < 2.
La restriction de la fonction cosinus a [0, 7] réalise une bijection strictement
décroissante de cet intervalle dans [—1,1]. Comme p/2 € [—1,1], il existe
a € [0, 7] tel que p = 2cosa.

Question 3
La question consiste a rechercher un « € [0, 7| et une suite complexe
zo=0 et x,01=0

(k)ken telle que : { Vk e N*, 21 — 2z, cosa+ 241 =0

€

)
3.1 Le vecteur représenté dans la base B par X = . est vecteur propre de

Tn
T pour la valeur propre pu = 2cos « si et seulement si il est non nul et vérifie
TX = pX. On obtient donc le systeme :
— T + Ty = 0

Ty — px2 +x3 =0 pour tout entier k de {2,...,n — 1}.
Ty — P + T =0

Tpo1 — Py =0
En imposant les conditions x¢g = 0 et x,,.1 = 0 on a I’équivalence :

TX =uX <= Vke{l,..,n},xp_1 — pxr + 41 =0

On est donc amené a déterminer des suites qui vérifient une relation de récurrence

linéaire d’ordre 2.



3.2

3.3

3.4

3.5

Sia=0, u=2.

Le polynome caractéristique de la relation est X? —2X +1 = (X — 1)

Les suites (xy)gen solution sont définies par :

J(a,b) € R? /Vk € N, x), = (ak +b) x 1¥ =ak + b

Mais 2o = 2,41 =0=0=0 et a(n+1)+b=0=a=0=0

DouTX =2X = X = (x1,...,z,) = (0). On ne peut donc trouver de vecteur
propre associé a pu = 2.

De méme si a =7, p = —2.

Le polynome caractéristique de la relation est X? +2X +1 = (X + 1)2

Les suites (xy)ken solution sont définies par :

J(a,b) € R? /| Vk € N, z, = (ak +b) x (—1)F

Mais 2o = 2,41 =0=0=0 et a(n+1)+b=0=a=0=0

DouTX =2X = X = (21, ...,2,) = (0). On ne peut donc trouver de vecteur
propre associé a = —2.

Par suite o €]0, 7.

Soit donc a €]0, 7|.
Le polyndme caractéristique de la relation est X2—2 cos aX +1, de discriminant
A =4cos’a—4=—4sin*a = (2isina)?
. 2coso — 2isin o , 2cosa + 2isin« -
Les racines sont donc =e et 5 ="

Les suites complexes (z)ren solution de la relation de récurrence sont définies
par : I(cy, ) € C? /Vk €N, = c1e + cpe™ e,
Un vecteur z = (21, ..., ¥,) solution de g(x) = 2 cos ax vérifie T X = 2cosaX.
Il existe donc deux éléments de C, ¢, ¢y tels que :

Vk € {1,2,..,n}, x5 = ci1e™® + e

En utilisant les notations précédentes, ro = 0 = ¢; + o = 0 et

Tpiq = 0= ¢t 4 c;i(nﬂ)a =0

On obtient ¢; (") — e=in+he) — () = 24¢; sin(n + 1)a.

Sisin(n+1)a # 0on ac; = ca = 0 et le seul vecteur qui vérifie TX = 2 cos aX
est le vecteur nul. Dans ce cas 2 cos a n’est pas valeur propre.

km
Les valeurs possibles pour « sont solution de sin(n + 1)a =0< a = :
n

k € Z. Comme « €]0, [, les valeurs possibles sont a; = 1 1<j<n.
n

Réciproquement , pour j € {1,...,n}, soit u; = 2cos(a;).

D’apres ce qui précede la suite (zy)ren définie par zp = 0, x1 = a € R* et la
relation, Vk € N*, x,_1 — p;x + 541 = 0, admet pour terme d’indice n + 1
Tpi1 = 0. Le vecteur x = (a,xa, ..., z,) est élément de E car les xj sont tous
réels et il est non-nul. D’apres les questions précédentes il vérifie g(x) = p;x et
donc p; est valeur propre de g( et donc de T'). Comme la fonction cos est stric-
tement monotone sur |0, 7[, les p; sont n valeurs propres distinctes. Comme
I’espace est de dimension n , g et T" sont diagonalisables, les espaces propres
sont tous de dimension 1.

Pour j € {1,...,n}, une suite (z;) vérifiant la relation de récurrence et les rela-
tions zg = x,41 = Oest dutype:Vk € N, 2, = ¢4 (e“mf — e‘iko‘f) = 2icy sin(kay).



T
Un vecteur propre de T" attaché a la valeur propre a;; = 2 cos < J > est :

n+1
sin
sin 2q; 1 Jm
X, = obtenu avec ¢; = — et ¢ = sin [ —— 0
J ; Y (n+ 1) 7
sin nao;

(X1, ..., X,,) est une base de vecteurs propres de T.

Question 4 : Valeurs propres de M :
D’apres la question 1.2, les valeurs propres de M sont les valeurs

TN g2 T
= —4sin® ——
n+1 2(n+1)
propres associés sont ceux de la matrice T'. Les FE); sont tous de dimension 1.

N =—2+a; =—2+ 2cos , 1 <5 < n,lessous-espaces

Partie 2.

Pour tout réel r strictement positif, on considere les deux matrices :
H =2, —rM et K =2I,+rM ou M désigne la matrice définie a la partie 1.

Question 1. : Quelques propriétés de la matrice H.

1.1 Soit P une matrice qui diagonalise T" et M. On peut prendre par exemple P de
colonnes X1, .., X,,, matrice des vecteurs propres dans la base canonique. On a :
M = PDP~! avec D matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les
valeurs propres de M. On peut écrire : H = 21, —rPDP~! = P(2I,,—rD)P~'.
La matrice 21, — rD est diagonale, H est donc diagonalisable et ses valeurs

2 Jjm .

m) >0,1<75<n.

1.2 Les valeurs propres de H sont toutes strictement positives. 0 n’est pas valeur
propre et H est inversible.

propres sont égales a 2 + 4r sin

Question 2.
Soit w ’endomorphisme de F représenté dans la base B par la matrice W = H 1 K.

2.1 Notons A = 21,, — rD. Cette matrice semblable & H est inversible et
H=PAP'= H!'=PA P
Comme K = P(2I, +rD)P™', W = PA'DP~!. La matrice A™'D est dia-

2 ks
2 — 4rsin (2(71“))

gonale, ses éléments diagonaux sont égaux a .
12 JmT

2 + 4rsin (—2<n+1)>

Les vecteurs propres sont ceux de g.

Question 3.
Soit S € M,(R) une matrice symétrique, sp(S) = {oy,...,0,} son spectre et s
I’endomorphisme de F représenté dans la base B par la matrice S.



3.1 s est un endomorphisme autoadjoint. s est diagonalisable et il existe une base
orthonormale(ey, ..., £,) de vecteurs propres de s attachés aux valeurs propres

O01y.0.90p.
n

Pour x vecteur quelconque de E, v = E Tigg, on a: ||z]]* = E 7,

i=1
E walelet E o

Notons p = mln oiet q= maX 0Z
1< 1<i<n

Ona:vaeE, plfall* < (s(@)a) < qllal
3.2 On note : N(S) = sup ||s(z)]|.

|lzlI<1

Six € F est denorme 1, en I’écrivant dans la base (1, ...,&,),ona: z = E Ti€i;

n n
et||x||2:1:Zx?.s(m):inaieidonCH NP = 202x2<MQZx?:M2
= i=1 -1

ou M = max |o;].
1<i<n

Par suite sup ||s(z)|| < M.

|l=[|<1
Mais il existe un indice j pour leque |o;| = 1. En prenant z = ¢; vecteur de
norme 1, |[s(x)|| = M < sup [|s(z)]]
|lz[]<1
La double inégalité prouve que : N(S) = max |o;].

1<j<n

Question 4
i) Dans la question 1.1 la matrice P qui diagonalise M peut étre choisie orthogonale
car M est symétrique réelle (il existe une base orthonormale de vecteurs propres).
On a alors : W = PA{P~! = PA'P, avec A; matrice diagonale.
‘W = P'A'P = PA/'P=W.
ii) Soit r >0et § € R. 1 —2rsin®f < 1+ 2rsin’6.
1 —2rsin®6

Comme 1+ 2rsin®4 >0, ————— < 1.
1+ 2rsin®6

1 —2rsin®0
1+ 2rsin®6
Les valeurs propres de W sont de cette forme donc N(W) < 1.

Mais —1 — 2rsin®f < 1 — 2rsin®f donc  —1 <

Question 5
N est une norme de M, (R) subordonnée a || — ||. On vérifie facilement que pour
des matrices A, B quelconques, N(AB) < N(A)N(B). Donc N(WF) < (N(W))*.

La norme tend vers 0 et la suite tend donc vers la matrice nulle.

Fin du sujet.



