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Exercice 1
Je note que, par hypothese, les a,, — et donc les p,, — sont tous non nuls.

Premiere partie

1° Pour (a,,) constante, (p,) est une suite géométrique : si Vk € N a = 1/2, alors Vn e N p, =1/2™.

’ En choisissant a; = 1/2 pour tout k, (p,) converge vers p = 0. ‘

2° Je suppose que (p,) converge vers p # 0; les p,, étant non nuls, j’ai

Pn p
_

- =1
Pn—1 oo p

Vne N* a,=

[ Si (pn) converge vers p différent de 0, alors (a,) converge vers 1.

3° a) Soit n > ng; avec les notations de 1’énoncé, j’ai :

ng n
pn:Hak' H Ak = Png * 4n,

k=1 k=no+1

d’ol, pp, étant non nul,

Pour n > ng, ¢, = p—n.

nq

b) Je suppose que la série Y Ina,, converge (Ina, étant défini au moins pour n > ng). Je remarque que

n
Vn>ng Ing, = Z Ina,
k=no+1

et j'en déduis que la suite (In g,,) converge ; soit £ sa limite. Par continuité de la fonction exponentielle,
il en résulte que la suite (g, ) converge vers e’ et donc, d’aprés a), la suite (p,,) converge vers p = py,, €.
Or cette derniére limite est non nulle, puisque p,, est non nul et ¢’ > 0.

| Sila série Y- Ina, converge, alors la suite (p,) converge vers un réel p non nul. |

¢) Je suppose que la suite des sommes partielles de la série Y Ina,, diverge vers +o0o (resp. —o0). Alors,
comme ci-dessus, la suite (Ing,,) admet pour limite +oco (resp. —c0) et donc la suite (g,,) admet pour
limite +o00 (resp. 0). Par conséquent :

Si la suite des sommes partielles de la série Y Ina, diverge vers +oo, alors (p,,) diverge,
vers +00 si pp, > 0 et vers —oo si py, < 0, tandis que,
si la suite des sommes partielles de la série Y Ina,, diverge vers —oo, alors (p,,) converge vers 0.

n
4° Tci, pour tout n, u, >0, a, > 1 et Inp, = Zlnak;
k=1

— je suppose dans un premier temps que (p,) converge vers p > 0. Alors, par continuité de la fonction
In, (Inp,) converge (vers Inp) et d’apres la relation précédente la série > Ina,, converge. De plus, (a,)
converge vers 1 (c¢f. 1°), donc (u,) converge vers 0; il en résulte Ina,, ~ u,. Par conséquent, les deux
séries & termes positifs > lna, et Y u, sont de méme nature, d’ou la convergence de Y u,.

— réciproquement, je suppose que la série Y u, converge. Alors la suite (u,) converge vers 0, donc In a,, ~
un et > Ina, converge. J'en déduis que la suite (Inp,) converge vers un réel £ et donc (p,) converge
vers p = ¢! > 0.

En conclusion,

| (pn) converge vers p > 0 si et seulement si la série Y u,, converge. |

5° Puisqu’ici Y u, converge, en particulier (u,) converge vers 0 et donc

2
Ina, =In(1+u,) =u, +v, ou wv,~ —%.
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a) Si Y u? converge, alors Ina,, apparait comme la somme des termes généraux de deux séries conver-
gentes, donc Y Ina, converge, d’ott d’apreés 3° b) :

’ Si Y- u? converge, alors (p,) converge vers p # 0. ‘

b) Si maintenant > u? diverge, la suite des sommes partielles de > v,, diverge vers —oo, donc, puisque
> u, converge, la suite des sommes partielles de Y Ina,, diverge vers —oo, d’ott d’apres 3° ¢) :

[ Si )" w diverge, alors (p,) converge vers p = 0. |

6° Si > u, est absolument convergente, alors en particulier > w, converge et (u,) converge vers 0, donc
u? = o0 (|uy,]|). Des théorémes sur la comparaison des séries & termes positifs, je déduis que > u? converge.
n ? n

Je peux donc appliquer le résultat du 5° a) :

’ Si > u, est absolument convergente, alors (p,,) converge vers p # 0. ‘

Deuxieme partie

1° a) Ici, > Ina, diverge vers +oo (par comparaison & la série harmonique), donc le 1.3° ¢) s’applique :

1
Pour a, =14 —, (p,) diverge vers +o0.
n

Inn Inn)?
b) Ici, u, = (-1)" —, u2 = (Inn) . Il est clair que > u? diverge, par comparaison a la série harmo-
n n

nique. Quant & Y u,, il s’agit d’une série alternée, dont la valeur absolue du terme général tend vers

p . . c 1 . nzr .

0 (Inn = o(y/n)); pour montrer que c’est en décroissant, je considere la fonction ¢ : z — Nk qui
x

est de classe C™ sur RT*, avec

1 Inx 2—Inx

T 032 9g3/2 T 9p3/2

Vo >0 ¢ ()

Ainsi ¢ décroit sur [62, 400 [ et la série Z u, vérifie le critere spécial des séries alternées. Donc > uy,
n>8
converge et Y u2 diverge, j’applique le 1.5° b) :

nnn

Pour a, =1+ (-1)" —,
Vvn

(pn) converge vers 0.

2° Ici,

Up = Gp — 1 e et dt,

en remarquant que 1 < ¢/n pour tout ¢t > n (!), jobtiens :

X X 2 _x2
t e " —e

VX >n / e*t2dt < / fe*tzdt =
n n N 2n

d’ou, en faisant tendre X vers +oo,

2
e—n

Il en résulte, compte tenu des croissances comparées des fonctions puissances et exponentielles, que

lun| = 0(1/n2). Ainsi, Y u, est absolument convergente, par comparaison & une série de Riemann
(2> 1!). Donc le 1.6° s’applique :

lun| <

| (pn) converge vers p non nul.
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3° D’apres 'hypothese, les p,, sont tous non nuls.

a) Soit n > 1; j’ai par définition

1 1
1+u, = P dou — +w, = .
Pn—1 Pn Pn—1
I I
Pourn > 1, v, = - —
Pn—1 Pn
- 1 1
J’ai donc — apres I'hécatombe — pour n > 1, Z vy =V — — —.
D1 Dn

k=1
b) i) Si Y wu, converge, comme > u? converge également par hypothese, le 1.5° a) s’applique : (p,)
converge vers p non nul, donc (1/p,) converge vers 1/p; alors d’apres la relation précédente la

suite des sommes partielles de ) v, converge :

[ Si > u, converge, alors Y- v, converge également. |

ii) Par contre, avec par exemple u,, = 1/n, on a vu au 1° a) que (p,,) diverge vers +o0, donc (1/py,)
converge vers 0 et Y v, converge, alors que la série harmonique Y u,, diverge :

’ La convergence de Y v, n’implique pas la convergence de >_ . ‘

1
¢) Avec u, = (—1)" 2T comme au 1° b), j’ai vu que (p,) converge vers 0 et donc (1/p,,) diverge et il
n

en est de méme de ) v,, d’apres la relation du a).

w1
Pour u,, = (—1) nn > uy, converge et v, diverge.

N

o . . C c .
4° a) Comme « > 0, j’ai u, = sin — ~ —. Pour a > 1, la série ), est absolument convergente, par
e (o3

comparaison & une série de Riemann et donc (p,) converge vers p non nul, d’apres 1.6°. Pour « < 1,
la suite des sommes partielles de Y 1/n® diverge vers +o00 et donc la suite des sommes partielles de
> u, admet pour limite sgn (c) - co. Or les a,, sont strictement positifs & partir d’un certain rang et
Ina, ~ u,; ainsi le 1.3° s’applique et (p,) converge vers 0 si et seulement si ¢ < 0. En conclusion

| (pn) converge vers 0 si et seulement si o <1 et ¢ <O0. |

b) Ici @ = 1; d’apres ce qui précede,

’ Si ¢ > 0, alors Y p,, diverge grossiérement. ‘

Je suppose donc ¢ = —b, ou b > 0 et j’écris, pour n > 1 :
- b - b b "1
Inp, = In{1—-sin-—- | = In{l—sin—-]+—-|—0> — —Inn | —blnn.
=S (1) =S (1) + ] (5 -)

Or, grace aux développements limités en 0 de In (1 — z) et de sinz :

) b . b 1 b 1
ln(1—81nk)+k——smk—i—O(kz)—&—k— (kQ)’

qui est donc le terme général d’une série absolument convergente. D’apres le rappel de ’énoncé, j’en
déduis que la suite (In p,, + bInn) converge. Soit £ sa limite. Par continuité de exponentielle, la suite
(pn . nb) converge vers e, qui est non nul, d’ott

e[

P

Par comparaison & une série de Riemann, ) p,, converge si et seulement si b > 1. En conclusion :

| > pn converge si et seulement si ¢ < —1. |
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Exercice 2

10

20

a)

Puisque A est inversible, f est un automorphisme de R"™ et transforme donc toute base en une base,
par conséquent :

’ b’ est une base de R". ‘

Selon ’algorithme d’orthonormalisation de Schmidt, je pose v; = e} et, pour tout j dans [2,n],
vj =€ —pj_1 (e;-) ol p,_1 est la projection orthogonale sur Vect (e'l, ... ,e;_l) ; j’ai alors, pour tout

j dans [1,n], e = -v;. Je remarque que, pour j > 2 :

1
[Jvs i

(usles) = (€5 = i1 (¢5) le) = llej =y () [

car (¢j = pj-1(¢) Ipj-1 (¢j)) =0,

or ¢ ¢ Vect (ef,...,¢/_;) (une base est une famille libre), donc €} # p;_1 (¢}) (ensemble des
vecteurs invariants d’un projecteur est son image), d’out

(eleh) = T Gugles) >0,
[[vsl

cela pour tout j > 2, mais c’est immédiat pour j =1 :

| Pour tout j dans [1,n], (¢/]e}) > 0. |

Comme f = Ido f, j’ai la relation matricielle : My p (f) = Mp» p (Id) X Mp - (f); autrement dit

| A= My p (Id) X My (f). ]

Puisque b et b” sont deux bases orthonormales, U = My~ 1, (Id) est une matrice orthogonale.
Par ailleurs, la j-ieme colonne de T' = My p~ (f) contient les coordonnées dans la base orthonor-

male b” du vecteur f(e;) = €}, c’est-a-dire que T = (t;;) avec, pour tout (,j), ti; = (efle}).
D’apres a), les éléments diagonaux de T' sont strictement positifs. Enfin, pour ¢ > 1, e} est ortho-
gonal & Vect (e, ..., e/ ), qui n’est autre que Vect (e}, ...,€;_;) par construction; par conséquent,

1> j = t;; = 0. Autrement dit 7" est triangulaire supérieure.

[ Mexiste U € O, (R) et T € TS T (R) tels que A =UT. |

Puisque N € O, (R), N est inversible et N=! = !N, mais comme N est inversible et triangulaire
supérieure, N~! est également triangulaire supérieure tandis que *N est triangulaire inférieure. Il
en résulte que N — et donc N — est diagonale. Or ses vecteurs colonnes sont unitaires (puisque
N € O, (R)), donc les éléments diagonaux valent 1 ou —1 :

[SiN €0,R)NTS, (R), N est diagonale et ses éléments diagonaux valent 1 ou —1. |

Je suppose alors l'existence de deux couples (U,T) et (U',T") dans O, (R) N TS; ™ (R) tels que
A=UT =U'T'. Alors N = U'"'U = T7'T’ est a la fois orthogonale et triangulaire supérieure,
avec des éléments diagonaux strictement positifs, comme 7! et T”. Grace au résultat précédent, j’en
déduis que N =1 et donc U = U’ et T = T’. En conclusion

[ Le couple (U,T) de O, (R)NTS,; " (R) vérifiant A = UT est unique. |

S étant symétrique réelle, d’apres le théoréme spectral :

’ S est diagonalisable, avec une matrice de passage orthogonale. ‘

Soient donc P € O, (R) et A = diag(\1,...,\,) telles que S = P 'AP; P étant orthogo-
nale, P~! = P et, S étant symétrique positive, ses valeurs propres \; sont dans R*. En posant
D = diag (VA1,...,V/A,), jai donc A = D? et S = *PDDP = '(DP)(DP) puisque D est
symétrique ! Ainsi, en posant M = DP :

[ Il existe M dans M, (R) telle que : S ="MM. |

Si de plus S € S;7T (R), alors S est diagonalisable avec des valeurs propres strictement positives.
En particulier, S est inversible puisqu’elle n’admet pas 0 pour valeur propre. Donc une matrice M
comme ci-dessus (et il en existe!) est nécessairement inversible, puisque det S = (det M )2.

[ I existe M dans GL,, (R) telle que : S ="MM. |
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¢) D’aprés Pécriture matricielle du produit scalaire canonique : {XtMMX =t (MX) (MX) = |MX]?,

donc

["X'MMX >0. |
Comme M est inversible, S = !MM est également inversible; S est symétrique, puisque
tS = tM*(*M) = S. Enfin, si A\ est une valeur propre de S et X un vecteur propre associé,

EXSX =X (AX) = A XX = )| X|*. Or cette expression est positive d’aprés la remarque précédente,
tandis que || X H2 est strictement positif, puisque X est non nul. Donc A > 0 et méme A > 0 (puisque
S est inversible), cela pour toute valeur propre de S. Finalement

['MM e S5;T (R). |

3° a) D’aprés 2° b), je dispose de M dans GL, (R) telle que S = *MM et, d’apres 1° d), je dispose de
(U,T) dans O, (R) N TS+ (R) tel que M = UT; alors S = *(UT) (UT) = '"T'UUT. Or, U est
orthogonale, donc tUU = 1T :

[ 1l existe T dans 'S (R) telle que S = 'TT. |

b) Je suppose l'existence de deux matrices T et 7" de T'S;/* (R) telles que S =TT = *T"T’. Alors
T'T~t =TT =1 (T'T) 71, donc la matrice N = T'T'est & la fois orthogonale et triangulaire
supérieure, avec des éléments diagonaux strictement positifs, j’en déduis d’apres le 1° e) que N = [ ;
autrement dit 7' =T" :

’ La matrice 7" du a) est unique. ‘

c) 1) Par définition du produit matriciel, en notant S = (s; ;) et T = (t; ;), j’ai (T' étant triangulaire
supérieure) :

%
Vie[ln] sii=Y ti, >t
k=1

d’ott

t2, = (det T)? = det S.

J’ai donc bien, S étant inversible :

0<detS < ﬁsm.

i=1

n n
ii) Pour avoir H Sii = Ht?i’ sachant que tous les facteurs sont strictement positifs et que :
i=1 i=1

1= Y,

il faut et il suffit que
i
VZ € [[17nﬂ Si7i == Ztiﬂ‘ - t?,i’
k=1

c’est-a-dire que
Vie[2,n] Vke[l,i—1] tg;=0,

autrement dit que T soit une matrice diagonale. Alors S = diag (tfz) est diagonale a

1<i<n
éléments diagonaux strictement positifs. La réciproque est banale :

n
Les matrices S de S;Ft (R) vérifiant det S = H Sii
i=1
sont les matrices diagonales & éléments diagonaux dans R™*.

4° Dans un premier sens, si M = VN avec V € O, (R), alors
‘MM ='N'VVN ='NN car'VV =1.
Réciproquement, je suppose MM =tNN. Alors, M et N étant inversibles,
MN-L—tp -ttty —t (MN—I)*l 7
donc la matrice V.= M N~! est orthogonale, et M = VN
MM =*'NN si et seulement s’il existe V dans O,, (R) telle que M = VN.
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