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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere PSI,
comporte 4 pages.
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit.

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté
et la précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour l’appréciation des
copies. Il convient en particulier de rappeler avec précision les références des questions abordées.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu il
est amené a prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé de deux problemes indépendants entre eux.

Durée : 4 heures

Probléme 1

Soit E un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n, n > 2, K = R ou C. On note Idg
I’endomorphisme identité de E. Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de E, non réduit au seul
vecteur nul. On suppose que F' et G sont supplémentaires dans F, et on écrit £ = F'&® G. On appelle
projection de E sur F' parallelement a G, 'application p définie sur E, comme suit, pour tout x de F
tel que x = x1 + w9, 1 € F et 29 € G, p(x) = 1. Soient uj,us deux éléments de E, on note Vect(uq)
(resp. Vect(ui,u2)) le sous espace vectoriel de E engendré par uj (resp. uj et ua).

Partie 1

1. Soit p un endomorphisme de E, montrer que p est une projection de E sur F parallelement a G,
si et seulement si, pop = p, et dans ce cas ' =Imp et G = kerp.

2. On considére I'endomorphisme g de R?, dont la matrice dans la base canonique de R? est

2 0 0
A=311 1 -1
1 -1 1

a) Vérifier que g est une projection de R sur F' parallélement & G, dont on précisera les
vecteurs u, v et w tels que F' = Vect(u,v) et G = Vect(w).

b) Montrer que g est diagonalisable.
c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice diaqonale D, telles que A = PDPL.
3. On suppose que R? est muni du produit scalaire euclidien canonique noté {, ) et la norme associée

sera notée ||.||. Soit K un sous-espace vectoriel de R?, on rappelle que la projection notée px sur
K parallelement & K+ est appelée la projection orthogonale sur K.

i) Déterminer a € R3\ {0} tel que R® = F @ D, avec D = Vect(a) et a € F*.

(a,z)
a.
[lall®

ii) Montrer que, pour tout z € R3, pp(x) =

(a,z)
[af

iii) Montrer que, pour tout z € R3, pp(x) =z —

a
iv) En déduire les coordonnées de w dans la base (u, v, a).
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Partie 11

Dans cette partie, on prend E un espace vectoriel sur le corps C des nombres complexes, de dimension
finie n, n > 2. Pour tout entier naturel m, C,,[X] représente ’ensemble des polynémes & coefficients
complexes, de degré inférieur ou égal a m.

On désigne par N le polynéme de C,,[X] défini par N(X) = 4X3 — 6X? + 3X — 1 et soit f un
endomorphisme de E vérifiant la relation N(f) = 0.

1. Montrer que 1 est la seule racine réelle de N. Posons « et & les deux autres racines non réelles
et conjuguées.

2. Calculer a + a et aa.

3. On note Ly, Lo, L3, les polynémes définis par :
Li(X)=X-1DX-0a), LX)=X-1)X-a), LyX)=(X-a)X-a).

Montrer que (L1, Lo, L3) est une base de Ca[X].

4. On désigne par v Papplication qui, a tout polynéme P de C[X], associe le reste dans la division
euclidienne de P par N.

a) Montrer que 1 est un endomorphisme d’espaces vectoriels de C[X].
b) Déterminer ker¢). Est-ce que 1 est injective 7 Justifier la réponse.

c) v est-elle surjective ? Justifier la réponse.

5. a) Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un unique triplet (a,, by, c,) de C3, tel
que w(Xn) = anlq + bpLo + ¢, Ls.

b) Vérifier que ¢, = % et exprimer a.,, b, en fonction de «, a, n.
c) Prouver que, pour tout entier naturel n, f™ = a,L1(f) + bnLa(f) + enLs(f).

d) Montrer que les suites (a,) et (b,) sont convergentes vers des réels respectifs notés a et b.

6. On considére 'application suivante h = aLi(f) + bLa(f) + cLs(f).

(a) Montrer que h = £(4f? —2f + Idp).

(b) Vérifier que h est une projection.

Probléme 2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2, on désigne par £ = M,,(R) I'espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n a coefficients réels et on note par E* = L(E,R), le R-espace vectoriel des formes
linéaires sur F, (une forme linéaire sur F est une application linéaire de E sur R). On rappelle quun
hyperplan de E est un sous-espace vectoriel supplémentaire a une droite vectorielle dans F. La matrice
transposée de M est notée M. Si M € E, on note Vect(M) le sous-espace vectoriel de E engendré
par M. On désigne par I,, la matrice unité de M,,(R) et pour tout s € N* on note [1,s] = {1,...,n}.
On définit 'application trace, notée T'r, de E vers R comme suit, pour tout M = (m;j)i<ij<n € E,

n
Tr(M) = kzl M -

L’objet du f)robléme est de montrer que tout hyperplan vectoriel de E contient au moins une matrice
inversible.
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Partie 1

Etude de quelques propriétés de 1’application trace

1. a) Montrer que Tr est une forme linéaire.
b) Montrer que pour tous éléments A et B de B, Tr(AB)=Tr(BA).
c) Déterminer la dimension de ker T'r.
d) Montrer que E = ker Tr & Vect(I,,).

2. Soit ¢ 'application qui, & toute matrice M de E associe o(M) = M + Tr(M)I,.

a) Montrer que ¢ est un automorphisme de E.
b) i) Déterminer Ey(p) = {M € E; o(M) = M}.
ii) Montrer que En11(p) ={M € E; o(M) = (n+ 1)M} = Vect(1,).
iii) En déduire que ¢ est diagonalisable et déterminer les valeurs propres de (.

3. Soit J une matrice non nulle de E dont la trace est nulle. On considere ¢ I'endomorphisme de
E qui, & toute matrice M de E associe (M) =M + Tr(M)J.

a) Vérifier que le polynéme X2 — 2X + 1 est un polynéme annulateur de 1.
b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de .

c) v est-il diagonalisable 7 Justifier la réponse.

Partie 11

Un premier résultat préliminaire

Soient F' et G deux espaces vectoriels de dimensions respectivement finies p € N* et m € N*. Soit u
une application linéaire de F' vers G, de rang r tel que r € N*. M,, ,(R) désigne I'espace vectoriel des
matrices a coefficients réels, a m lignes et p colonnes.

1. Soit F; un supplémentaire de keru dans F, on considére l'application v : F; — Im(u) telle que
x — v(x) = u(zx). Montrer que v est un isomorphisme.

2. On suppose que 0 < r < min(p,m) et on note B = (e1,...,ep) une base de F, telle que
(é1,...,er) soit une base de Fy et (ey41,...,e,) une base de keru. On pose, pour tout entier
naturel i € [1,7], &; = v(e;).

a) Montrer qu’il existe une famille (g,41,...,&n,) de vecteurs de G, telle que la famille
C = (e1,...,&m) soit une base de G.

b) Déterminer Matp c(u), la matrice de u relativement aux bases B et C.

3. En déduire que pour toute matrice M de M, ,(R), si 0 < r = rg(M) < min(m, p), alors il existe
deux matrices inversibles S et T respectivement de M,,,(R) et M, (R) telles que M = SJp, ., T3,

avec Jp pr = ( L0

0 0 ) € My, p(R) et I, la matrice identité de M, (R).

4. Quelle est la forme de la matrice J,, p,, dans chaque cas suivant,

O<r=p<m), 0<r=m<p), (0<r=m=p)? Justifier la réponse.

Partie 111

Un deuxiéme résultat préliminaire

Soit L un espace vectoriel sur R de dimension finie s(s € N*). Notons L* = L(L,R) I'espace des formes

linéaires de L. Soit B = (I1,...,ls) une base de L. On note, pour tout ¢ € [1,s], I} la forme linéaire
; ; 1 sit=y
sur L définie de la fagon suivante, pour tout entier j € [1,s], I(l;) = 4/, ou & = {0 ‘ T e
sinon

symbole de Kronecker.
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1. Montrer que B* = (Ij,...,[%) est une famille libre de L*.

S
2. Soit z € L tel que x = 3~ x;l;, montrer que, pour tout j € [1,s], I;(x) = z;.
i=1

3. En déduire que B* est une famille génératrice de L*.
4. En déduire la dimension de L*.

Partie IV

Une caractérisation d’une forme linéaire sur F

Soit A une matrice de E, on définit I'application ¢4 de F vers R, de la fagon suivante, pour tout M
de E, po(M) =Tr(AM).

1. Vérifier que ¢4 est une forme linéaire sur F.

11
2. Comme cas particulier, seulement dans cette question, on prend n =2 et A = < 11 )

(a) Déterminer une base de ker(¢4).

(b) Vérifier que ker(¢4) contient au moins une matrice inversible.

3. Soit h 'application définie de E vers E* par A — h(A) = ¢4.

Soit (i,7) € [1,n] x [1,n], une matrice élémentaire E;; = (ex;)i<ki<n € Mn(R) est définie
comme suit, pour tout couple d’entiers (k,1) € [1,n] x [1,n], ex; = 6567, (5% (resp. &) est le
symbole de Kronecker qui est défini dans la partie IIT).

a) Vérifier que h est une application linéaire.

b) i) On pose A = (ar1)1<ki<n € Mn(R) et soit (i,7) € [1,n] x [1,n], calculer ¢p(E; ;) en

fonction des coefficients de la matrice de A.
ii) En déduire que h est injective.
¢) En déduire que h est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Partie V

Tout hyperplan de E contient au moins une matrice inversible
Soit H un hyperplan de E.

1. Montrer que pour toute matrice A non nulle de E qui n’appartient pas & H, on a
E = H @ Vect(A).

2. Montrer qu’il existe une matrice B de E telle que H = ker(¢p).

0 -+ -~ 0 1

1 . 0
3. On note r = rg(B) et on considére la matrice de E, Py = |

0 0 1 O

a) Montrer que P est une matrice inversible.
T‘l"izl silgigr

b) On suppose que 0 < r < n et on note R, = (7 ;)1<i j<n, avec )
- r;; =0 sinon

Montrer que P; appartient a ker(¢g, ).

4. En déduire que tout hyperplan H de E contient au moins une matrice inversible.

FIN DE L’EPREUVE
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