Corrigé du CNC 2009 Maths 1 PSI

Par KHOUTAIBI Abdelaziz CPGE de Marrakech

Exercice

1. (a) La fonction A : (z,y) — = est de classe C? sur R* x R, et la fonction ¢ est de classe C? sur

R, donc la fonction g = (p o h est de calsse C? sur R* x R.

‘ 99 Y (Y
(b) ® V(:I:,y) € R* x R) %(m’y) - _?(pl ($>

d 1
o V(z,y) € R* x R, az(w,y) = *so’ (i)
2

© o @y e R xE 25wy = Lo (V) + By (Y)
Lo

V(z )ER*XR—2g(x )= ¢ )

[ ]

)y )8 2 )y

(14 )z = (1 + t*)z" + 2t’

z

2. On remarque que

Donc
2

t
VEER,(1+¢%)a) =t < INeERVELER,(1+t°)z'(t) = S HA

£2 A1 1 A
DNER, z'(t) = - = (1-15)
= AR IO = e te T Uiy te

1
<~ I\ p) ceREVECR, z(t) = E(t — arctan(t)) + A arctan(t) + u

Donc la solution générale sur R de I’équation differentielle (2) s’écrit:

t 1
z(t) = 5 5 arctan(t) + A arctan(t) + u ol (A, u) € R?

2

) 6%g 6%g y? 1 Y\, 29 (Y
3. (a) OnaV(z,y)eR XR62(ZE y) + y( ,Y) = <$4+$2 <,0"<x>+x3tp'<x>

Si g vérifie (2) alors :

2

y 1 (y> 2y,(y> Yy
v RexR (L 2o () 4+ (Y)Y
(2,y) € R* ’<:c4 :02)(,0 T 27 \g z3

En multipliant par z2 qui est non nul, on obtient alors :
V(z,y) € R* xR, yj—i—l @" (y) +2£¢' <y> =¥
z? T T T T
Pour z = 1 et y = ¢, on obtient V¢ € R, (£2 + 1)¢"(t) + 2t¢'(t) = ¢
Ainsi ¢ est bien une solution de ’équation differentielle (1)

Remarque
Lorsque z décrit R* et y décrit R, alors t = % décrit R, donc on a méme équivalence entre g

vérifie (2) et ¢ vérifie (1)
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(b) D’aprés 3)a) ¢ vérifie (1) , donc d’aprés la question 2), il existe (A, u) € R? tels que :
t 1
VteR,p(t) = 57 5 arctan(t) + A arctan(t) + u

Et donc, V (z,y) € R x R*, g(z,y) = ¢ (i) 2yx ()\ - 2) arctan (y) +u

(c) Premiére méthode
On prend g : R* x R — R définie par I’expression trouvée en 3)b) et on vérifie par le calcul
que g vérifie (2).
Deuxiéme méthode
D’aprés la remarque faite a la question 3)a) les fonctions g trouvées dans 3)b) vérifient bien

(2) -
Probléme
1 ére partie

1. C(a) est le carré [0,a] x [0,a] et A(a) est le triangle hachuré en gris.

2. La fonction f :[0,a] x [0,a] — e~**~¥" est continue sur [0, a] x [0, a] donc:

[, @ vdsty = [* ([[e=*ay)do
= /Oe ( eydy)d:c
- E/ o) (] e+ an)

“d
e dt)

h

3. Le compact A(a) peut étre défini par

Jo0<z<a J0<y<a
A(a)'{ogygm ouA(a).{ySmSa
D’aprés le théoréme de Fubini :
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/Oa (/OE ez2y2dy> dr = //A(a) f(z,y)dzdy = /Oa (/ya ez2y2da:) dy

En changaent les noms de z et de y on obtient
/ (/ ez2y2dy> dz :/ (/ e$2y2dm> dy
o \Jo 0 \Je

4. (a)

// e Vdrdy =
C(a)

ewzyzdy> dz + /a (/a e”"2y2dy) dz (D’aprés 3)a))
0 T

5. (a) On passe en coordonnés polaires.

Soit ¢ : (r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinf).

Comme A(a) est incluse dans le premier cadran, on prend r € [0, +oo[ et 6 € [0, 7[ on a alors
0<rcosf<a

(rcosf,rsinf) € Aa) < { 0< rsing < rcosf

1 i 0<T—cos€ 0<’r§co‘19
Donc si r # 0 alors (rcosQ,r31n9)€A(a)<:>{ 0<tanf o1 <:>{ 0<6<%

Soit D(a) = {(r,0) e R?/0 < < 7,0 <r < 2} alors p(D(a)) = A(a)

D o
Le jacobien de ¢ en (r,0) est (2,y) _ | cos6 —rsing ‘ =

D(r,8) | sin@ rcosé
D’aprés la formule de changement de variable on a:

// e Vdrdy = // e " rdrdd = /Z </c°se re’2dr> ae
A(a) D(a) 0 0

5 P 2 _ a.2
5 _e—r cos @ 1 —_e cos2 ()

(b) Ona/wsere’dr:[ ] =
0

m

1 o058 1 o2
DOI'].C /4 / ¢ Te_rzd'r de = — z —/ echSZQdQ
0 0 2\4 0
Et d’aprés 2) et 3)b)

- T T 7 _a?
I e yd:cdy:(/ dt) _2// = Pdndy =7 - [t e ade
C(a) 4 0

(c) vaelo,7],0< 0052(6) < —a?, donc

I T
/4 e_mde < / e Ydd=-—e*
0 0 4

us 22
Comme lim e = 0, on déduit de l'inégalité précédente que lim / fewTedd =0
r— 400 z—+00 Jo

6. La fonction h: ¢+ et est continue et positive sur 10, +00[, de plus d’aprés les questions 4)b) et

4)c) llm/—e dt = 1/
a—-+00
VT

+o00
Donc h est intégrable sur [0, +o00[ et / e Vdt = 5
0
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7. La fonction g : t — t?e %" est continue et positive sur [0, +oco[.

Soit z € RT, alors une intégration par partie donne

z 2 —t2 eit2 i 1 z _t2
/ et = | ¢8| 42 / e dt
0 2 0 2 Jo

i tze_tz — ﬁ

Donc lim
t—+oo Jo 4
+co
Ce qui prouve I'intégrabilité de g sur [0, +oo[ et que / 2e ¥ = \27?
0

—¢2

t2

° HIP k(t) = 1, donc k est prolongeable par continuité en 0, donc & est intégrable sur |0, 1]

8. (a) La fonction k : t — est continue sur [0, +oo], de plus :

1 1
o Vit e [l,+00[,0 < Ek(t) < Y et t — e} est intégrable sur [1,+oo[, donc k est intégrable
sur [1,4o0|
En conclusion k est bien intégrable sur |0, +00]
(b) Soit (g,z) €]0,+00| tel que € < z .On intégre par partie sur [e, z| en posant

t

u = 2 etv=1—e" 2, on obtient alors :

z 1-— e*tz * z 2
/ k(t)dt = [—] + 2/ et dt
£ t € £
+oo +00 9
Lorsque £ — +00 et € — 0 on obtient / k(t)dt = 2/ e tdt =7
0 0

+o0 1 — —¢?
D'ot / ST dt=r
0 t2

Deuxiéme Partie

Quelques résultats préliminaires

1. (a) La fonction In est concave sur 0, +oo[, donc sa courbe est au dessous de ses tangentes.
Comme la tangente en 1 a pour équation y = z — 1 alors
Vz>0,ln(z)<z-1

(b) Soient n > 1 et u € [0,n]

En appliquant le résultat de a) & £ = e /™ on obient —% < e */* — 1, d’ot
0<1—2%<e¥n,

n

Et en utilisant la croissance de z — z" sur R on obtient (1 — %)n <et

ou encore e % — (1 — %)n >0

2. (a) Soit z € R, alors e® > 0 et d’aprés 1)a) on a In(e*) < e®* — 1
Doue*>z+1
(b) Soit ¢t € [0, 1]
D’aprés 2)a) on a e > 1+t
En multpliant par (1—t), qui est positif, et en utilisant encore une fois la croissance de z — z"
sur R, on obtient

(1 o t)nent Z (1 o t2)n
(c) En posant z = t2, I'inégalité demandée est équivalente & Vz € [0,1],(1 —z)" > 1 — nz

Sin =1, 'inégalité est triviale
Sin > 2, soit h:z+— (1—2z)", alors h est C? sur [0, 1] et
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Vz e [0,1],h"(z) = n(n — 1)(1 —z)" 2 > 0, donc h est convexe sur [0,1] et sa tangente a
'origine a pour équation y = 1 — nz, donc Vz € [0,1],h(z) > 1 — nz
cadvzel[0,1],(1—-2z)">1—nz

(d) D’aprés 2)b) et 2)c)ona VvVt € [0,1],Vn > 1,(1 —¢)"e™ > 1 — nt?

Soit n € N* et u € [0,n], alors t = % € [0,1]

2

Donc (1 — %)%e* > 1 — ”72 puis (1 — %) > (1 — %z)e*“ et par suite e ™ — (1 — %) < L e @

B.Intégrales de Wallis

1. () =", 1 = [sint]]* = 1,
L’application ¢ — cos™t est continue positive sur [0,7] et non identiquement nulle donc
I, > 0.

(b) Une intégration par parties donne
/2

n 2
I, = [sint cos™™* t]0/2 + (n— 1)/ sin ¢t cos™ 2t dt. D'ou :
0

w/2
I,=(n-1) (/ (1 — cos? t) cos™ ?t dt)
0
— (n—1)(In 5 L), d'on
nIn = (n — 1) In,2

(c) Posons pour n > 1, J, =nl,I, ;, on a alors

Vn>2,nl,=(n-1)1, > = nll, 1=(Mn-1)1, oI, ;
= Jn — Jn—1

Donc la suite (Jn)n21 est constante et Vn > 1,J, = J, = Iy, = il

On adonc Vn > 1, nl, I, ; = g

2. (a) VneN,Vz e [0, 72r] , cos™t1¢ < cos™t.

Dou: VneN, I,,; <I,
(b) Soit » > 1 alors compte tenu de la décroissance et la positivité de (I,,) on a
nl? <nl,I, 1_— n+1)I I, <(n+1DI?

D’ou ’encadrement F <I,<

(2n —1)
2n
Et par une récurrence simple on obtient : Vn € N*, I, =

3. (a) D’aprés 1)b), pour n > 1, I,, = Iyin-1)
2n—-1)(2n-3) ... 1

(2n)(2n —2) ... 2

Iy .

Dou :

2n

2n)! n

ymen g, — w7 (3)
2 ()2 2 2
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(b) D’aprés la question B.2.b on a

N | —
3
+ 3
o[
IN
o
3
IN
N | =
BE)
i3
N |
3
+1 3
N =
IA
e
>
3
IA
N | =
[EY
BE)

n
= 0<1-A/nr <1 1
n+1
1 _ ?’7.
1
Or 1- n —
n+ 3 T 1+ 2n+1+21/ 4n
Dou0<1-2A, \/n7r<—n
(c) D’aprés b) 1_1)::{1 (1 — Ap4/nm) =0, donc 1_1){{1 Any/nm =1
1
Et parsuite A\, ~ —
P Jnm
C. Deux suites de polyndémes approchant uniformément la fonction valeur absolue sur [-1,1]
1—(1-—¢)"

1. (a) Soitn>1,etu:tr alors

t2
e u est continue sur |0, 1]
e lorsque ¢ tend vers 0 on a (1 —*)® = 1 — nt? + o(¢?), donc u(t) = n+o(1) et yn&u(t) =n
—
Ainsi u est prolongeable par continuité en 0 et par suite elle est integable sur |0, 1]

(b) D’aprés la formule du binome de newton on a

VtER,l—(l—tQ)"—Z( 1)k 1< )t%

k=1

1—(1— 2\n n
Et Vit e Rx, M — Z(_l)k—l <Z>t2k—2

2 k=1
On a alors pour (7, :1:) € N*x]o, 1]:

/Oa: 1_(ttz)ndt Z( 1)k~ 1<n>/ t2k—2q¢ — Z( 1)k_1<z>2k1—1x2k_1

k=1
1o (1P . 1
D'oit Auz | dt = A > (—1)F % — p,
AT £ kz::l( ) <k>2k—1x (@)

(c) Le changement de variable ¢t = \17_ donne
n

/Oml—(lt—tZ)ndt \/_/fl— 1—”)"

D'ou P,(z) = Anﬁ/
0

2. On effectue le changement de variable ¢ = u|z| pour se ramener & l'intégrale calculée dans la
question 1.7.b)

On obtient / du = |:c|/

u:c)n

du

= |z[vm

2,2
u‘z
e

oo 1 —
3. (a) D’aprés 2) on a pour = E]O, 1],;3 = ﬁ/o Tdu

Et d’aprés 1)c) on a
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= AnRl(e) = = A()
= (v (o) - A(2))

La relation précédente s’écrit également

P.(a) ~ 2 = = (MvAm(An(@) - A@)) - (1= Ay/A)A@))

Donc par inégahte triangulaire:

|Pr(z) — 2| < \/— (AnV/n7|An(z) = A2)| + 1 = Aa/n] A(2))

Et d’aprés la question on a:0 <1 —A,y/nm < Let Apy/nr <1<1+ 5. (111)
Dot [Py(z) — 2] < & ((1+ &)[Ba(z) — A@)| + £A(2))

(b) D’aprés la relation de chasles sur A
V(1 — wlzl\n  —ule? Yoo 1 — _ulz?
A(z) — An(z) = / A=) =™ s / R Y
0 vn

u2 u2

u222
T A=)

u2

2,2
—uz
e

+oo‘1—
du+/ .5
vn u

i ‘

du

Donc |A(z) — An(z)] < /Oﬁ ;

OrvVueR,1—e %% >0

Et Vu € [0,4/n],0 < u?z? < u? < n, (car z €]0,1]), d'ou v?z? € [0,n] il en résulte d’aprés
A.1)b) et A.2)d) de la deuxiéme partie que

Vu€[0,4/n],0 <e e — (1 w2y g walo-ulal

et par suite

2.2 2,2

\/ﬁefu2x2_(1_unm) +°Ol_eu1;
A(z) — An(z)] < / > du+/ ——du

< —/ (uz)e~ () mu)+/ —du

< —/ (uz)?e () zu)+/+oo idu
2 —t2 177+
< f/ e dt + { s
< \4/5 + \/16 (Car /:oo et dt = \{f)
(©) D'aprés 3)) [Po(o) — 2] < = (14 2In(z) — AE)| + HA())
Or
) 2 \/_
e D’aprés 3)b) |A,(z) — A(z)| < P 7
e D’aprés 2) A(z) = z+/m, donc A(z) < /7
Donc
1 NN
va e, IPe) -l < (0 g0 o+ )
1 1 1 1
< (1+?)(%+W)+R
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Cette inégalité est encore vraie pour z = 0 car P,(0) =0

Donc sup |Pa(z) — | < (14 5)(5 + =) + 2=
2c[0,1] 4n/lan © am/ D4

La fonction ¢ — P,(t) — |t| est clairement paire, donc :
sup |P,(t) — [l = sup |Pa(z) — 2] < (1+ 2)(& + o) + &
tE[flrl] 36[071]
(d) On pose en = (1 + 4;)(4; + 755) + 3, alors

ngﬁlwsn = 0 donc d’aprés 3)c)

sup |P,(t) — |t|| — O lorsque n tend vers +oo
1,1]

te[-
D’ot la convergence uniforme de la suite de fonctions (P,),>1 vers |.| sur [—1,1]
1 1 1
1+—=0(1), —+—=0(%=)et — =0(%=
T ()’4n+\/ﬁ (ﬁ)e4n ()
Donc &, = O( )

4. Soit n € N*, alors

Qua) = Fala) = M2 (-1 (Z) <2k2f L 2k1_ 1) X

nErr()e
= Ankzn;l (Z) “2?)F = (1 — (1 — 2?)")

Donc Vz € [~1,1], |Qn(z) — Pu(z)| = As zn: <n> (—z2)* =X, (1 — (1 —2H)™) < A\,

k=1 kl
Et par suite ||@Qn — Polloc < A — 0 car A, ~ =
Donc |Qn — |-|lleo < |Qn — Palloo + ||Pn — |-||lec — 0 ( d’aprés 3)d)), d’out la convergence uniforme

de (Q,) vers |.| sur [—1,1].
1
De plus A, ~ N donc A, = O(z) et [|Qn — Palloo < A donc [|Qn — Palleo = O(J5)

et daprés 3)d) [Py — |.[lloo = O( ) donc |@n — |./lle = O().
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