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1. (@ Me.%(A)<>3IPeGL,y(K), M=PAP-!

d’ot1 Sk(A)={PAP1/Pe GL,(K)}.
(b) VxeK, Y(x,)={xL}.

2. (a) Soit A €K, alors det(E,)=det(F,)=1%#0donc E, et F, sont inversibles et

- 1 -2 _ 1 0
EAI:(O : ) FAIZ(_k 1)

a+Ac —0/12+(d—a)/1+b) FAF‘I—( a—Ab b )
c d—Ac P T b2+ (a—d)A+c bA+d )
(©) Soit A€ . #»(K).
A est semblable a elle méme, donc A € %k (A).
Si .#k(A) est réduite a un singleton alors .7 (A) = {A},
deplus,Y A€K, E,AE,'€.%x(A)et E;AE;" sont dans .%i(A),donc

(b) EAAE;'= (

VA€K, E,AE,' = RAF, '=A

En identifiant les premiéres lignes on obtient:
b=c=0,a=detparsuite A=al,.

. b
3. Sor[l/):c//lg(K)—»K“,( j y

N:(a,b,c,d)— (lal?+|b|>+|c|*+|d|*)/? 1a norme euclidienne usuelle de K* alors

—(a,b,c,d) I'isomorphisme canonique de .#,(K) sur K* et

VAe /(K), [|Alls=N@p(A)
Soit (A, B) € (#,(K))? et A e K.
* |Alls=0= Ny (A)=0=yY(A)=0=A=0
o [[AAlls = N(p(AA)) = N(Ap(A)) = [AIN(y(A)) = |A[l|Alls.

lA+ Blls

N(y(A+ B))
N((A)+y(B))
N(p(A)+ N (B))
= llAlls+I11Blls

IA

Des trois points précédents on déduit que ||.||s est une norme sur .Z,(K).

4. (a) Posons

é”:{E;LAEf,)LeK}:{(

) . - a—2b b
F ={FAF, ,AeK}_{( —bA*+(a—d)A+c bA+d )’AEK}

Y _
a+Aic —cA?+(d—a)A+b 2eK
c d—Ac

On a alors

& C Sk(A) et F C Sk(A), et puisque .Fi(A) est bornée, alors & et .Z le sont aussi.
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IL.

1.

(b)

Puisque toute application polynomiale a coefficients dans K, bornée sur K est constante alors:

b=c=0eta=d, parsuite A=al,.

. Si .#k(A) est compacte alors elle est bornée et d’apres b) A est scalaire.

L'application trace est une forme linéaire sur .#,(K), qui est de dimension finie, donc elle est continue.

L application det:

///z(K)—>K,A=( Z 2 )Had—bc

est polyndémiale donc continue sur .#>(K).

Soit A et B deux matrices semblables de . #,(K) alors, il existe P € G L,(K) tel que B= PAP~!, d ou

e det(B)=det(PAP!)=det(P)det(A) det(P~!)=det(PP~!) det(A)=det(A).
e VAeK yp(A)=det(B—Al)=det(PAP™! —AL)=det(P(A—AL)P')=det(A—AL)= ya(A),

(a)

(b)

(9]

(a)

(b)

d’olu ya=ys.

Si Spx(A) = {A, u} alors A est une matrice d’ordre 2 qui admet deux valeurs propres distinctes donc

elle est diagonalisable dans .#>(K) et par suite elle est semblable a la matrice ( g 2 ) .

Spk(A) = {A} donc,
A est digonalisable si et seulement si elle est semblable a A, c.a.d A=AL.

Soit f € Z(K?)I'endomorphisme canoniquement associé a A, id I'identité de K? et notons

N, =Ker(f —Aid).

xr est de degré 2 et admet une unique racine A, donc il est scindé sur K et y = (A — X)?, comme f
non diagonalisable alors dim N; =1.

Soitv € K2\ N, etu =(f—Aid)(v).

Onav ¢ N,,donc u =(f—Aid)(v)#0, et d’apres Cayley-hamilton (f — Aid)? =0 donc,
(f—Aid)(u)=(f—Aid)*(v)=0 et par suite u € N, \{0} et (u, v) est libre de K? qui est de dimension

2, donc B’ =(u, v) est une base de K? et matﬁ/(f)z( g 71L )

Aet ( g )IL ) représentent le méme endomorphisme f de K2, donc elles sont semblables dans
Mo(K).

SiA=xI, oux €K, alors d’apres I.1.b .7k (A) = {x I} est un singleton qui est un fermé de . #,(K).
27k 0

0 1
a T et T semblable a A d’aprés I1.1.c donc par transitivité A est semblable a A, d’'olu
VkeN A, e (A)

On pose P, = ( ) etT = ( g )lt ) alors A, = P, TPk’I,Pk € GL,(K) donc Ay est semblable

A 27k

D’autre part: Vk €N, Ay = ( 0o 2

), donc lim A =AL.
k—+00
Al est diagonale et A n’est diagonalisable , donc A n’est pas semblable a A1, et par suite
AL & Sk (A).
(Ai)ken est une suite d’éléments de .7k (A) qui converge vers Al, ¢ .7k(A), donc d’apres la carac-
térisation séquentielle d'un fermé . (A) n'est pas fermée.
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(© i VkeK, P(A—abL)P '=P.AP,'—al,, donc

lim P(A—alL)P'=B—al
k—+00

)

d’apres 7) 'application det est continue sur . #,(K), donc

klim det(P(A—al)P;')=det(B —al,)
——+00

D’autre part,

VkeN, det(P(A—alL)P,')=det(A—al)=0=> klim det(P '(A—al,)P:)=0.
—+00
Lunicité de la limite donne det(B — al,)=0.

ii. D’aprési) onadet(B—Al)=det(B—ul,)=0, donc {A,u} C Spx(B), comme B € _#,(K) alors
elle admet au plus deux valeurs propres, d’ott Spy(B) = Spk(A) = {4, u}, et d’apres 1.a, A et B

A0 e . -
sont semblables a ( 0 u ) et par transitivité de la relation de similitude dans . #,(K), B est

semblable a A d’ol1 B € .%k(A).

On a montré que pour toute suite d’éléments de .k (A) qui converge dans . #,(K), sa limite est
dans .k (A) donc .¥k(A) est fermée.

3. A€ _#,(C), son polyndme caractéristique est scindé sur C, soit A et u ses valeurs propres éventuellement
confondues.
=)
Supposons que .7¢(A) est fermée

Si An’est pas diagonalisable alors A = u et d’apres 2.b . (A) n’est pas fermée, ce qui contredit 'hypothese,
d’ol A est daigonalisable.

<)
Supposons que A est diagonalisabe
e Si A=p alors d’apres 1.b, A=Al et d’apres 2.a, .7k (A) est fermée.
e Si A #u alors d’apres 2.c, Yk (A) est fermée.
4. (a) OnaSpg(A)=0, donc le polynome caractéristique y4(X) = X? —tr(A)X +det(A) de A n'admet pas

de racines dans R, par suite son discriminant A = (tr(A))? — 4det(A) est strictement négatif, d’otl
4det(A)—(tr(A))?>>0.

4 tr(A))?
(b) A% = 52 (AZ —tr(A)A+ ( r(4 ) I, |, or d’apres cayley-hamilton A? =tr(A)A — det(A)I,, donc

(tr(A))? 4 (=67
)

I=—
2752 4

(c) Supposons que (e, f(e)) liée, comme e #0 alors: Jz €R, f(e)=ae et comme f? =—idp: alors:

4
A”? = ﬁ (—det(A)+ L=—-1I,

fie)=af(e)=a’e=>—-e=a’e=>a*=-1,
ceci est absurde car a € R,

d’ou1 B =(e, f(e)) est libre de R? qui est de dimension 2 et par suite c’est une base de R? et
0 -1
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(d) OnaA’=PA,P~! ou P est la matrice de passage de la base canonique a la base f; de R2.

A=A +—"I,=—P AP+ —A+
! 270 2 2

z tr(zA) o tlr(A)I2 _p (5 tr(A)

Ig) P=P7'AP,

d’ou1 A et A” sont semblables dans . Z,(R).
(e) i D'apresl7),onaVkeN,tr(PAP ")=tr(A)etdet(PAP,")=det(A)
or d’apres 1.6, les applications tr et det sont continues sur .#>(KK), donc
lim tr(P.AP_")=tr(A) et lim det(P.AP,")=det(A)
k—400 k—+00 ~ 5
I'unicité de la limite donne alors: tr(A) =tr(A) et det(A) = det(A).

tr(A) -0
5 tr(A))et

~ 1
ii. D’parési) ya = y; donc Spr(A)=0etd’aprés4.d, A est semblablea A” = 3 (

" t;(i{) ) ol 8’ = v/4det(A) ~ (tr(AP)

Comme d’apres i) det(A) = det(A) et tr(A) = tr(A) alors § = §’ et par suite A” = A”.
Ainsi A et A sont semblables 4 A” donc elles sont semblables.

7 ~ 1
A est semblable a A” = > (

5. =)

On procede par contraposée et on suppose que Spg(A) # 0 et A non diagonalisable alors Spy(A) = {A} et
donc d’apres I1.2.b .7 (A) n’est pas fermée.

<)
e Si A est diagonalisable alors Spg(A) = {A} ou Spy(A) = {A, u} donc d’apres I1.2.a et I1.2.c ./R(A) est
fermée.
e SiSpp(A)=0alors d’apres II.4, pour toute suite (A;) d’éléments de .7k (A) qui converge vers A,
on a A € .%k(A), et par suite .7x(A) est fermée.

III.

1. Le polynome caractéristique de G est de degré 2 et puisque Spy(A) # 0 alors y; admet au moins une
racine réelle A, d’oti il existe u €R, y4 = (A —X)(u — X) et par suite les racines de y; sont A et yu qui sont
réelles .

2. (a) SoitA:( a b )G%Z(R) alorsAtAz(

a?+ b? ac—i—bd) ..
d’ou,
c d

ac+bd c?+d?

Alls = (a®+ b+ 2+ d?)V/? =/ tr(A 1A)
(b)

IlUAtU|s = (tr(UtAtUUAU))?
= tr(U'AAU))Y? (car 'UU=1,)
= (tr(tAAtUU))"? (cartr(AB)=tr(BA))
= (tr(tAA)"*=||Alls

En remplacant U par 'U qui est aussi orthogonale on obtient I'autre égalité

lAlls =l *UAUI[s

3. . ={||PAP7!||s; P& GLy(R)} estune partie de R
.o/ n'est pas vide car G L,(R) n'est pas vide et ./ est minorée par 0, donc elle posséde
une borne inférieure.
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/

ul w N / /
1. (a ulzm et uzzm ou w = u,—(uylu)u,
1

(b) U estla matrice de passage de la base canonique a la base (1, u,), ces deux bases sont orthonor-
meées pour le produit scalaire (.|.) donc U est orthogonale et par suite ‘UU = I,.

1
— —U
il I

T=matu ) (8)= ( g (; ), de plus (A = X)(u —X) = yg(X) = yr(X) = (A - X)(y = X), douy =pu

A a
etT—(O .U)

D’apres la formule de changement de matrice: G=UTU'=UT 'U card’apresb) ‘U=U"".

D’apres A.2.bona: ||G|ls=||T|ls=+1/ A+ u?>+a?

2. (a) Soit B € .#k(A) alors A et B sont semblables donc d’apres 1.7) elles ont le méme polynéme carac-
téristique et donc les mémes valeurs propres A et u et d’apres 1.c), il existe a; € R tel que:

1=Au,, posons g(e;)=au;+yu,, alors:

() Ona: g(u,)= gluy)=

1Blls= v/ 22+ 42+ 2 /22 + 42

. . Ata) ([t O Ao« t71 0 A ta
(b) SmtteR,alors(O y )—(0 1)(0 .U)( 0 1),donc(0 v )EﬂR(A)

g t;z )’ alors d'apres b) V£ € R* A(r) € &(A) et par suite

NA()lls= /A2 +u?+t2a2> inf ||Blls

BEyR(A)

(c) Posons pour t €R*, A(t)= (

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient:

VA2 4> inf Bl
FeA)

Be SR

et d’apres 2.a), on a:
inf ||Blls=1/ A%+ u?
seSe(A) H
d =)
A

On suppose que A est diagonalisable alors, A est semblable a D = ( 0

0
u ) donc D € .#(A) et
VA2 +u?=|D|ls,dott  inf )||B||S est atteinte en D.

Be /R

<) On suppose que 3G € . #z(A), inf ||Blls=||G|ls.
Be SR
Puisque G € .#&(A) alors yo = yp = (A — X)(u — X) et d’apres 1)c) il existe a € R tel que G est

semblablea( g Z ) et||Glls=+/A?+u?+a? dot,

A
0

\//12 +ul+a?= \/7@ + u?, par suite a = 0 et G est semblable a D = ( 2 ) donc elle est bien
diagonalisable.

3. (a) Soit.o = {||PAPY||s; P€GLy(R)}.
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On a /A% + u? =inf.¢/, donc d’apres la caractérisation de la borne inférieure:
Ve>0,3||PAPY|s € &(A), [[PAP s < 4/A*+u* +e,

1 1
en particulier pour £ = PERE aveck €N, 3P, € GL,(R), ||PkAPk_1||s SWVAAR+ P+ ——

k+1
d’ou1 'existence de la suite (P )rey SOuhaitée.

1
(b) D'apresa) Vk €N, [|[PAP |5 < /A2 4 u? + 1 <\ A2+ur+1
Donc la suite (PcAP_ ")xen est bornée.

(c) Ilexiste une application ¢ : N — N strictement croissante telle que la suite (Py,(k)AP(;(lk)) ken converge
vers A.

VkeN, ||P,AP <y A2 2

im (1P AP lls = 1Alls < /274122
D’autre part .#z(A) est supposée fermée et V k €N, P¢(k)AP;(1,C) € .%x(A) alors A € #z(A) et d’apres

2)a) ||Alls = /A% 4+ u?, d'ott
|Alls = /22 + 2
La borne inférieure de {||[PAP!||s; P € GLy(R)} est atteinte en A € .#3(A), donc d’apres 2.d) A est

, de la continuité de I'application ||.||s, on déduit que

diagonalisable.
C.
a—d b
2 a p a—d 2b 2¢
/I — 2 — T — —_— —_
l.OnaM—5 ) d—a _(7’ _a),oua— 5 ,[J’—6,7’—5
a’+ By 0 .
— = 2 — = 2 ’ 2 = —
L=M ( 0 By +a ) (a2 +By),doua?+ Py=—1

2. Ona f(v)=(ax+ By, yx—ay),donc:

(vifw)=x(ax+By)+y(rx —ay)=a?x?>+ (B +7)xy —a?y?
e Sia=0alors (v|f(v))=(B +7)xy, il suffit de prendre e =(1,0).

e Sia#0,onprend y =1, le discriminant du polynéme du second degré en x est
A=(B+7)?P+4a*>0,
donc il admet au mois une racine x dans R on prend alors e =(x, 1).

On adet(f)=det(M’')=—a?— By =1, donc f € GL(R?) et comme e # 0 alors f(e)#0.

3. Ona(u1|u2)=m(elf(e))zocar(elf(e))zOet
|1l =||u2|| =1, donc (11, u») est une base orthonormée de R?.
_ 1 IfCell R S YSNS S L .
T =1 =g ”Zﬁf(””n ||||f(e)||f =i = reen ™ ¢t
e
Ml = mat(ulvuz)(f): ||f(e)|| ||f(e)||
llell

4. Pour U matrice orthogonale ,c’est la méme réponse que la question III.B.1.b.

tr (M)

0
OnaEM’zM— I, donc
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o ,  tr(M) 0 tr(M) 0 tr(M) .
MZEM + IZ:EUMI tU+ IZZU §M1+ 12 tU= UMztU, ou
5 tr(M) 1 [ M) —6¢ el
M,=|—-M L=- o t (= .
: (2 T ) 2( 5 won ) T

5. (a) M” estsemblable a M dans.#>(R) donc M” € .#x(M) et par suite :

inf || Blls <[IM"|]s.
Be.%k(A)

IM”]|s = \/E(UI(M))2 +6°) =/ 2det(M).

1 1 1
(b) [|M]ls= \/E(tr(M))2+ Z(éz—l- ﬁ)52,

d’autre part d’apres I'inégalité x>+ y?>2xy ona

| Malls = \/%((tlf(M))2 +6%)=IM"s.

Soit B € .#x(M), alors B est semblable a M et comme Spy(A) =0 alors Spr(B) =0 et d’apres 4)

tr(M) —ot’
dU € 0,(R), B=UB,'Uetd’apres1.7) tr(B)=tr(M)etdet(B)=det(M), donc B, = 3 ( 0 (M) )
— r
g/
ol ¢’ est un réel strictement positif,
et d’apres I11.A.2.b || Bl|s = || B2|ls > || B”|| = ||M"”||s = y/2det(M) (d’apres a)
6. D’apres 5.b), V B €.%x(M), ||Bl|s > 4/2det(M)donc  inf || Bl||s> +/2det(M),
BEyR(M)
d’autre part [|[M”||s = y/2det(M) et M” € .#x(M) donc
inf  ||Blls = v/ 2det(M)=[IM"|| (x)
seSo(M)
dou inf ||B||s est atteinte en M”.
Be SR
1 [ wM) -6l
Soit B € Y&(M), tel que || B||s = 4/ 2det(M) et soit comme dans 4) la matrice B, = > o (M)
— r
el

onad’aprés4) B=UB, 'U ou Ue 0,(R), donc

1
IBlls=IB| |s—\/ (r(MF + 567+ + )8,

IBlls=IIM"lls < \/(tr(M))2+ —(”% + \/ (tr(M))2+ 52
< ('=1 (car{’ >0)

< B,=B"=M" (cartr(M)=tr(B)etdet(M)=det(B))

6/2

Ainsi si || B||s =||M"||s alors B, = M”, et d’apres 4),
dU€0O,(R), B=UB,'U=UM"'U

Réciproquement si B=UM" tU, alors d’apres II1.A.2.b) et (x) on a

IBlls=IIM"|ls=__inf |[PMP~|s,
PeG Z(R)

dot: inf ||[PMP7ll|s=]||B|ls<=3Uc€0,(R), B=UM"'U
PeGL,(R)
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D.
D’apres I’équivalence du I1.5, il suffit de montrer que:

inf || B||s est atteinte si et seulement si Spi(A) =0 ou bien A est diagonalisable dans . Z,(R).

BGyR(A)

=)

Onsuppose que inf || B||s est atteinte alors
Be /R

Si Spg(A)#0 on a d’apres I11.B.2.d A est digonalisable dans . #5(R).

<)
SiSpg(A)=0alors d’apresIII.C.6  inf ||B||s est atteinte.

BeyR

Si A est digonalisable alors Spy(A) #0 et d’apres [11.B.2.d  inf || B||s est atteinte.

Be /R
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