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Rédigé par KHOUTAIBI Abdelaziz professeur en PSI & Marrakech

Partiel

A

1. R? et C sont des R-ev de dimesions finie 2 et ¥ est linéaire, donc elle est continue, de plus, il est
clair que ker(¢y)) = {0}, donc 1 est injective de R? vers C qui sont de méme dimensions, donc elle
est bijective et sa bijection réciproque W~ est linéaire donc aussi continue de C vers R?.

2. Posons U = {(x,y) € R*z + iy € Q} alors :
U = 1), et par suite U est un ouvert de R? comme image réciproque de 'ouvert Q de C par
I’application continue W.

B
1. (a) V(x,y) € R%, f(x,y) = 2% — y® + 22y, alors:

° f est O sur R?, car elle est polynomiale.

af , of . of
2 24 — - — — L
o V(z,y) € R? x(x,y) 2z + 21y et y(a;,y) 2y + 2ix =1 I(m,y)

Ainsi f vérifie la proriété (H).
(b) ¥ (z,y) € R?, f(z,y) = "¢, donc

e f est de classe C' sur R2, comme produit de deux fonctions de classe C".

of o af . of af
2 — ortiy — jertiy — S
o V(zy) R Z-(2,y) = e et 9 (2,y) = ie”™™, donc o (z,9) =iz-(2,9)
D’ou f vérifie la propriété(H).
of of , of  of
RQ - = 1 —_— = — _ —_—
(c) V(z,y) RS 2 (2,y) = 1et ay(af,y) i, donc 9 7 'oa

Donc f ne vérifie pas (H)
2. (a) La fonction u : t — e~ est continue sur [0, +-00[, et ¥Vt € [0 + oo, |e=*| = e~ Re2)*,

1
Si Re(z) > 0, [e=*"| LSO <t_2>’ donc wu intégrable sur [0, +00]
Si Re(z) <0 alors 1 Lo O(u(t)), et 1 n’est pas integrable sur [0, 400, donc u ne aussi

—400

En conclusion: u intégrable sur [0, +oo[ si et seulement si Re(z) > 0

(b) @ = Re '(]0, +o0]) ot Re : C — R, z — Re(z) est continue car linéaire du R-ev de dim finie C
vers R.
Q) est 'image réciproque d’un ouvert par une application continue, donc ¢’est un ouvert de C.
(¢) Soit x > 0 fixé et h: R x R, (t,y) — e~ @+W)¥ alors
oh
e h est de classe C! sur R x R, comme composée de fonctions de classe C', donc h et 0
Y

existent et sont continues sur R2.

2 ah 2
o V(t,y) € R% [h(t,y)| = 7" = du(t) et ‘a—y(t,y)‘ = 1%e™" = (1),
1
De plus pour i € {1,2}, ¢; est continue et intégrable sur |0, +-o00[ car ¢;(t) PO (t—z)
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D’aprés le théoréme de dérivabilité sous I'intégrale, 'application f, : y — / e ) g est
0
de classe C'! sur ]0, +o0] et :
5, 0 Oh
B 0 dy
Donc f admet une dérivée partielle en tout (z,y) par rapport a y, donnée par:

2 af . e 2 —2t?
V(z,y) € R* ——(z,y) = —i tfe " dt
dy 0
d) Soit y €R fixé et h: R x R C. (t.2) — e~ @+ 3lors :
( ) y ) ) )
oh

e h est de classe C! sur sur R x R, comme composée de fonctions de classe C*, donc h et Iz
x

existent et sont continues sur R2.
e Soit [a,b] C]0,400[, alors:
V(t,x) € R x [a,b], |h(t,z)|= ettt < gmat® — b1 ()

VY (t,z) € R x [a,b], ‘%(t,x)' = 12e7" < 2 = (1),

1
De plus pour i € {1,2}, ¢; est continue et intégrable sur [0, +oo[ car ¢(t) L0 (t_2>
D’aprées le théoréme de dérivabilité sous l'intégrale, I'application f, : z — / e @Y dt est
0

de classe C* sur ]0, +o0] et:

N > Oh
VyeR,f(z) —/0 g(t,y)dt-

Donc f admet une dérivée partielle en tout (x,y) par rapport a y, donnée par:

V (z,y) € R? g(m y) = —/+OO 2072 gt
) ’83’; ) 0 *
, 4 . . . r3 P P . af 8f~ 2
(e) D’aprés les questions c¢) et d) précédentes, f posséde des dérivées partielles p et 3g S R? et
- - T Y
0 0
V(z,y) € R, a—JyC(fc,y) = ia—i(fc,y)-
N r 1 2 af af :

Il reste & montrer que f est de classe C" sur R*, comme —— = 28—, il suffit de montrer que Iz
Y x x

est continue sur |0, +oo[xR:
Pour éviter d’appliquer le théoréme de continuité sous l'inégrale pour plusieurs variables qui
n’est pas au programme PSI, on se raméne a une seule variable de la maniére suivante.

On pose u = t/x alors :

of +00 ' 1 too 4 ]
_f(x’ y) — / t2€7t2(:p+zy)dt - u2€7u2671%u2du SR (g)’
oz 0 r/x J, x/x7 \x

+oo
Oulg:R—->R, X — / e e gy
0

Soit h : (u, X) — uZe e X% alors :

e h est continue sur [0, +oo[xR
o V (u,X) € [0,+00[xR, |h(u, X)| = u?e™ = @(u) et ¢ est continue intégrable sur [0, 00|

1
car p(u) vl )

D’aprés le théoréme de continuité d’une intégrale, g est continue sur R.
D’autre part (z,y) — Y est continue sur 10, +00[xR, donc (x,y) — ¢ <Q> I'est aussi et par
x x
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0
suite 2 est continue sur |0, +oo[xR.

ox
3. (a) fetgsontde classe Clsur U et A € C, donc f + Ag est de calsse C! sur U, de plus:
Of + Ay of 99 of 9g
v A = AS
(z,y) €U, 9 (z,y) = 8y(m y) + ay( z,y) = i(z_(2,9) + Az (z,y))

D’ou f + Ag vérifie aussi la propriété (H).

(b) f et g sont de classe O sur U, donc f g = f§ Dest aussi, de plus:

o) €, 0. 0) = 0.2 (7)) D) = (y(w)?f (.0) + () 2 y>>

ainsi fg vérifie la propriété (H).

1 - -1
(c) Posons F = —, f étant de calsse C! et ne s’annule pas sur U, alors F' = = est aussi de classe

/
C' sur U, de plus:

OF Z
V(z,y) €U, 6_y(x’y) =-——=—(z,y) = —iT—m(x,y) = i%(ﬂfay)
1
Ainsi — vérifie aussi la propriété (H).
of
Ox
a —b
Donc A = mat e, e,),1,0)(dfu) = ( b )

a

oF
(d) i. Posons ug = (zo,v0), alors df,, = ==(xo, yo)dx + a—i(xo, Yo)dy = (a +ib)dx + (—=b + ia)dy.

ii. Posons a + ib = r¢e?, avec r > 0 et § € R.Soit ¢ € L(R?) "endmorphisme canoniquement
N rcosf —rsinf r 0 cosf) —sinf
associé & A, on a: mat (e, ¢,)(p) = =

9

rcosf rsinf 0 r cosf sinf
il en résulte que ¢ est le composée de I’homothétie de rapport r et la rotation d’angle 6,
c.a.d la similitude directe de rapport r et d’angle 6.
¢ est une rotation si et seulement si A est orthogonale de deteminant 1, c.a.d a? + b = 1.
(e) On a vV (z,y) € U, g—i(:v y) = z%(m Y)
On dérive cette relation par rapprt a = et y, on obtient:
o*f 32f ‘ *f 32f
(‘31:(9y “oa2 © oy? 8y8:c

Comme f est de classe C? sur U, alors on a d’aprés le théoréme de shwarz:

o*f o*f N
y0r (z,y) = 920y (x,y), il en résulte alors qlie ;
2f a2f an

V(z,y) €U, % -5 (,9) _’axay(‘”’y) = —@(aﬁ,y),

et par suite Af = 0.

Partie 2
A.

1. (a) Yo est de classe C' sur [0,1], de plus r > 0, donc V¢ € [0,1], Y.a(t) # 0, et .., est bien un
chemin contenu dans C\ {0} .

dz | 4 !
/ — = / — irae™dt = / tadt = ia.
o ? 0 Te 0

iz _q 1 o 1 .
(b) i. On a: / ¢ dz:m/ (e’ ¢ —1)dt = —i7r—i—z'7r/ e gy
rw F 0 0

En effectuant le changement de variable v = 7t, on obitent:
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T
I(T’) = —int +Z/ e—rsznu—l—zrcosudu'
0

ii. On a:

s T T z s
/ e—r sin u-+17 cos udu’ S / ‘e—rsmu—&-zrcosu‘ du _ / e—r smudu _ / e—rs1nudu+/ e—r smudu
0 0 0 0 %

™

2 .
En effectuant le changement de variable v = m—u, la derniére intégrale devient / e "My
et on a alors :

0
m o 3 ,
e Tsin u+14r cos Udu S 2 e~ Tsinu g,
0 0

iii. La fonction sinus étant concave sur [0

'3
les points (0,0) et (g, 1), on en déduit que :

|, sa courbe est au dessus de la corde d’extrémités

2 2 , 3 _
Vit e o, g], —t <sint et / e "My < / e T du = —W(e_r -1) — 0.
. 0

0
D’aprés i) et ii) on a: liIJ'rn I(r) = —in.

2. (a) Soit (a;)o<i<n une subdivision associée a =, alors :

Vie[0,n—1], F 0%a.. est de classe Ct, donc F o~y de classe C! par morceaux sur [a, b].
Posons v = Re(y) et v2 = Im(v) alors :

[ 1= [ se@pwi= [ Sawnoa - [ e+ mo

b OF oF
= [ G+ Gt

- / (F o) (1)t
— Fon(b) - Fon(b)

(b) Si~ est un lacet alors y(a) = v(b) et par suite /f(z)dz = 0.
gl

3. (a) Site[b,b+c—d] alors:t —b+ c € [c;d], donc 7y est bien définie .
Soit (a;)o<i<n une subdivision de [a, b] assocée a vy, et (¢;)o<j<p une subdivision de [c, d], associée
a s, alors :
(ag,...,an =c—b+c,....,c, — b+ c) est une subdivision de [a,b+ ¢ — d] assocée a v, d’ou v est
un chemin.

(b)
b+d—c b bt+d—c
/}@mz/ ﬂ%%ﬂwﬁz(/ﬂwwmwﬁ+l+ F (et — b+ )t — b+ )d
= [ enmid+ [ o)

- Llf(z)dz+L2f(z)dz

B.

1. (a) Posons I =] — y/R2 —y2,/R? — y2[ et pour n € N, wu,(z) = f.(x + iyp), on a alors :
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e Pour tout € N, u, est de classe C! sur R.

o Vrel, (x+iy) € D(0,R), et par suite la série Z un () converge de somme:

n>0

+o0
Zun(x) = f(z + iyo), d'out la convergence simple de Zun(x) sur I vers la fonction
n=0 n>0
g:x— f(z+iy)
e Soit 0 < a < +/R?— 1y}, alors :
Va € [—a,a], [u,(2)] = nlan| |z + iyo["" < nlanlla® + y5|" ",
or \/a?+y2 < R et d’aprés le cours la série entiére Z na,z" "' a le méme rayon de con-
n>1
vergence que sa série Z a,z", donc la série Z nla,||a* + yg|" "' converge et par suite la
n>0 n>0

série E un () converge uniformément sur [—a, al, il résulte des trois points précédents, via

n>0
le théoréme de dérivation terme a terme que la fonction g : @ — f(x + i) est de classe C!
sur [ et :
Veel, ¢(x Znanx—irzyo

(b) Soit (xg,y0) € U, alors x3 + y2 < R?, donne zy € I et d’aprés I1.B.a) la fonction partielle

0
x — f(x + iyo) est dérivable en zy, d’ou lexistence de —f(xo, Yo) en tout point (xo,yo) € U,

ox
Lz L . Of
par suite f admet une dérivée partielle 3_ sur U et:
x
V(x,y) € Z/{ Z na,(x + iy)"
D’autre part : f(x + iy) = f(i(y — ix) Z b, (y — iz)" ou b, = i"ay, .

La série entiere E b,2z" a méme rayon de convergence que la série entiére g anz",
n>0 n>0
en remplcant a,, par b,,, on obtient d’aprés ce qui précéde que f admet une dérivée partielle par

= 0
rapport & y sur Y donnée par —(z,y) g ni"a,(y —iz)" ' =i E n(x+iy)" = za—f(x,y)
x
n=1

~ 0
(c) D’aprés la question précédente les dérivées partielles de f existent sur U et —f(:x, y) = g(x+iy)

) i ox
of . of .
oug:zr Z na,z""! qui est continue sur D(0, R), donc I et 50 sont continues sur U, par
T Y
. . r3 1 9 , af/ ‘8f
suite la fonction f est de classe C' sur U, et d’aprés b) V (z,y) € U, a—(x, y) = Za—(w,y),
Yy x
Il en résulte que f vérifie la propriété (H).

Qp—1

(d) Soit F' la somme de la série entiére Z

n<l
entiére Z a,z", donc d’aprés c¢) F vérifie (H), de plus d’apés b)

n>0

OF <=
V(2,y) U, 5 (2,y) = ana(w+iy)"” Zan (x+iy)" = f(z,y)
n=0

n=1

Z", qui a méme rayon de convergence que la série
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Z’n—l—l

2. (a) On pose a, = et on applique la régle de d’AlemBert:

(n+1)!
An+1 1 :
= — 0 et par suite R = +00
an n + 2 n—+oo
1 +oo (Z'Z)n-‘rl ez — 1
v G C*, - — =
: 9(2) z nz% (n+1)! z

(b) On a~;} et 72 sont de classes C'!, donc sont des chemins, de plus 7} (1) = 72(0) = r, il en résulte
d’aprés I1.A.3) que 7, = 7} V 7?2 est bien défini.

-T 7 r
D’aprés I1.B.1.c) g vérifie la propriété ((H)) et d’aprés I1.B.1.d il existe I : C — C vérifiant (H)

oF
telle que — = g, et v, est un lacet car 7,.(0) = ~,(2) = —r, donc d’aprés la question II.A.2.b :

Oz
/ g(z)dz=0
Yr

(c) D’aprés II.A.3.b on a:

/% g(z)dz = /71 g(z)dz + /yz g(z)dz =0, d’ot:

T T

/71 g(z)dz = — /72 g(z)dz

T T

iz _ 1
= — / ¢ dz (Car +2 est contenu dans C*)
42 z

T

(d) On a :/1 g(2)dz = /0 g((2t = 1)r)2rdt,

En effectuant le changement de variable v = (2t — 1)r, on obtient :

r r -1 ro.
/ g(z)dz :/ g(u)du :/ Mdu—l—i/ Tl du
i —r —r U - U

cosu—1

. . sin v .
est 1mpalre et v — est paire donc:

u
ro: u ro: r u 1
SN u S1Nn U cCoSU —
/ du:2/ et/—du:o,
—r u 0 u —r u

d’ou: / g(z)dz:2z'/ h(u)du
v 0

T

D’aprés les questions c) et d) précédentes on a:
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" 1 1
h(u)du = — dz = —— dz = ——1
et d’aprés la question II.A.1.b.iii on a / g(z)dz=1(r) — —im, dou:

Vr
T

T
li h(u)du = =
Jim ] hlu)du =5

Partie 3

1. © est un ouvert de C et 25 € 2, donc Ip > 0 tel que D(zp, p) C 2 et par suite:

{p>0/D(2,p) CQ} #0

2. Onawzfouoﬁ: .
w 3]0, R[xR — R? (r,0) — (xo + rcosh,yo + rsinf) = (z,y) et f est de classe C' car ses deux
composantes (1, 0) +— xo+1cosf et (r,0) — yo+7rsind le sont, donc ¢ est de classe C* sur |0, R[xR.

D’aprés les formules des dérivées partielles composées et la relation _y = z% on a :
dp, . Of O of Ay _of of _
5 (r,0) = 89[:(.71:,3/) 8r( r,0) 4+ ay( y)ar(r, 0) = agc(a:,y) cos 0 + o (x,y)sinf
= waf(xo +rcosf,yo+ rsind)
dp of Oz of dy 00 :
W(T,Q) B —(x, y)ae(r 0) + o —(x, y)ae(r 0) = rie %(xo—krcosé’,yg—l—rsmg)
, 09 Oy
D’o: 50 = 25

3. (a) ¢, est 2-m périodique car § +— z + re Test
¢, est de classe C'* sur R car c’est une application partielle de ¢ qui est de classe C! sur |0, R[xR

D’aprés les calculs de la question précédente on a:
g
Vo eR, (0
vr(0) = 255
(b) ¢, est 2-m périodique et de classe C' sur R, donc elle vérifie les hypothéses du théoréme de
convergence normale de Dirichlet qu’on rappelle :
Si f: R — C est continue et C'' par moceaux alors la suite (c,)nez est sommable ( c.a.d les

—(r,0) = rie 9?(1:0 +rcosf,yo+ rsind).
T

séries E lcn| et E |c_,| sont convergentes) et la série de Fourier de f converge normalement
n>0 n>0
vers f sur R.

D’ou la famille (¢, (7))nez est sommable et la série de Fourier de ¢, convrege normalement sur
R vers .

4.@%m:%A%wwww

(b) Soit G :]0, R[xR, (r,0) — o(r,0)e™?, alors
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G est de classe O sur |0, R[xR, comme produit des deux fonctions ¢ et (r,0) — e~™? qui sont

oG
de calsse C' sur |0, R[xR, en particulier G et B existent et sont continues sur |0, R[]0, 27]

r
et on a d’aprés un theoreme de derivation sous une intégrale, r — c,(r) est de classe C! sur
2w 2
oG T Oy
0, R[ et ¢ — ede_— e 0)do
0.RLev ) =5 [ GEmo = o [ Z20)

En intégrant par parties on obtient:

1 2m ) agp
! = — im0 "2 (1 6)db
O e )
1 [ .1 0p Oy
= — —in 0)do '(0) = ir——(r,0
o [ e (car i (6) = 5 0)
_ 1 —inf] 27 . o —inf
= 5 ([gpr(e)e 1, +m/0 o (0)e d@)
in 2m
i ©.(r)e™dh (Crochet nul car ¢, 2 — wpériodique)
T™Jo
n 2 )
= — 0)e~"db
2nr J, or(0)e
n

D’ou d,(r) = Ecn(r)
r

n _ n—1
(c) Soit n € Z, On aVr €]0,R[,hl (r) = rd (r) — nr" ey (r)

Il en résulte que h, est constante sur |0, R]

=0

r2n
(d) Montrons que r — c_,(r) est bornée au voisinage de 0 a droite.

Soit 0 < p < R.
f est continue sur D(0, R) donc ¢ est définie est continue le compact K = [0, p] x [0, 27] donc
bornée sur K, par suite IM > 0,V (r,0) € K, |p(r,0)] < M, d’ou :

2w

1

Vre|0,pl,|con(r)] < 2—/ lo(r,0)|d0 < M, d’ot r — c_,(r) est bornée sur [0, p].
T Jo

Vre|0,pl], |h_n(r)| < Mr™ — 0, donc :

hn%h,n( r) =0 et comme h_, est constante sur |0, R, alors elle y est nulle .

5. Notons R, le rayon de convergence de la série entiére Z an 2"
n>0
Soit |z| < R et r €]|z], R], alors :
n

z
a0 = lanllz1" = lea ()] || < lealr)]

Or d’aprés II1.3.b la série Z |c, ()] converge donc Z |a,||2"| converge et par suite R, > R.
n>0 n>0

Soit z € D(zp, R)

e Si zy # 0 alors 3(r,0) €]0, R[xR, 2z = 2o + re®.
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f(2) = flao+re’) = o(r.0) = ¢.(0)
= ch(r)eme (D’aprés 3.b) et 4.d)

n=0

“+o0

_ Z an(reine)n
n=0
)

= Z an(z — 29)"
n=0

1 2m
e Siz =z, alors ag = ¢o(r) = 2—/ ©(r,0)do.
T Jo

L’appliaction ¢ est continue sur [0, R[x [0, 27], et d’apés un théoréme de continuité sout l'intégrale,

I'application ¢y est continue sur [0, R] et par suite

1

o = limao(r) = eo(0) = 5 [ 9(0,0)d8 = fzo)

6. Ve €] —R,R[, f(z0+2) = Zan
Donc Z ap,x” est le developpement en série entiére de la fonction g ;| — R, R[— C,z — f(z + z),

n>0
g(”)(O
n!

~—

et par suite a, = , d’ott 'unicité de la suite (a,)npen-

7. Soit r €]0, R[, d’aprés II1.3.a ¢, est 2-7 périodique et de classe C' donc vérifie les hypothéses du
théoreme de Parseval, et puisque Vn € N* ¢_,(r) = 0 alors :

1 2

' 1 +o00
10\ |2 o o o 2 2n
5 | 1o re) s = —%/0 o0 (0) |20 — §:|cn _ n§:0:|an| o

8. Supposons que f est bornée sur C, IM >0,V z € C,|f(2)| < M

+00 2w
1 .
D’apres 1I1.7), V r G]O,+oo[,2|an|2r2” = 2—/ |f(z0 + re®)|?dd < M?, c.a.d que la fonction
T Jo
n=0
+oo
usre— Z |a,|?r®" est bornée sur ]0, 4+-o0].
n=0
S'il existe k > 1 tel que ay, # 0, alors Vr > 0,u(r) > |ag|*r** — +o0.
r—-+00

Donc lim u(r) = 400, ce qui contredit u bornée sur |0, col.

r—-+00

Donc d’apés 3.5 f = aq est constante sur C.

Fin du corrigé.
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