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Probléme I : Equations différentielles de Bessel modifiées
PARTIE 1

1. Soit z un réel

1
(a) La fonction ¢ — ¢" e~ est continue sur J0,1] et ¢*"'e™" ~ —— au V (07), donc elle est intégrable

t1
sur 0, 1] si et seulement si 1 —x < 1 cad

1
(b) La fonction t —— t*~te™! est continue sur [1,+oo] et t*“le™t =0 (tQ) au V (+o0), donc elle est

intégrable sur [1, +oo[ pour toute valeur du réel x.

2. La fonction ¢t — t*~le~t est intégrable sur |0, +oo] si et seulement si, elle 'est au V (0%) et au V (+00) .
Selon la questionl, cela est réalisé si et seulement .

Pour un complexe z, on a d’abord ¢ —— t*~le~? est continue sur R** et [t*~le~t| = tRe(*)~1e=t Elle donc

intégrable sur R** si et seulement si | Re (z) > 0 |.

—+oo
3. Pour z € C avec Re(z) > 0, on note I' (z) = / t*~le~tdt
0

B
a) A 'aide d’une intégration par partie, on a I' (z + 1) = lim —e 7] 4 z/ tPeldt | =
(a) g par p (z+D)= 5 m, <[ Ja ,

2 (2).
(b) Par récurrence sur p :

e Pourp=1,onal(a+2)=(a+1)T (a+1) cest juste.
e Soit p > 1, supposons le résultat vrai pour p, alors selon (a),onal' (o +p+2) = (a+p+ 1) T (a+p+1),
on conclu alors a ’aide de ’hypothése de récurrence. D’otul le résultat.
(c) La fonction t — t*~te~" est continue non nulle sur |0, +oc[, donc I' (z) > 0.
+oo
(d) Onal (1) = / e~tdt = 1 et puisque ' (n + 1) = nI (n), par récurrence simple, on a ' (n + 1) = nl.
0
4. Soit z € C .
1 400
Pour Re(z) > 0, on a d’abord I' (2) = / tz’le*tdtJr/ t*~le~tdt, puis il s’agit d’une intégration terme

0 1
a terme dans la premiére intégrale : En effet on a :

—1
" thrz

e La série de fonction Z (-1)
n>0

— converge simplement sur 10,1] vers t — t*~te~t.
n!

e La fonction ¢ — t*~1e! est continue sur ]0, 1].
tn+z—1

1 1
dt = ng;) En—i—Te(z) est convergente

+oo
e La série des intégrales des modules Z /0 ‘(—1)” =

n>0

Le résultat en découle alors.
5. Soit [e,d] un segment inclus dans R \ Z~, alors son image par la valeur absolue z — |z| qui est continue
est un segment de R, il existe donc (o, 3) ER%, 0 < a < B, Vx € [¢,d], a < |z| <3, il vient que :
(1" 1

V2B, ¥Yn>E 1
eVz2eB Vn>E(Q)+1, oy

1 1 1 1
— et — ——— est convergente, d’ou la conver-
“nln—-0 Z nln—0 &

(_1)7L

n! n+zx

gence normale, donc uniforme de Z
n>E(8)+1

sur le segment (donc aussi sur tout compact)

de R\Z".



="

e Par ailleurs, pour tout n € N, la fonction z — est continue sur R \ Z~

n! n+z
- (" . I .
On conclut alors que z — Z Y R est continue sur R\ Z~, puis il évident que la sommation
n=E(8)+1
EE) Ry N |

finie x — E est continue sur R \ Z~ , d’ou la continuité de z — E
n! n+zx n! n+zx
n=0 n=0
continue sur R\ Z~
6. Soit 0 < a < b.

(a) Pour t > 0 fixé, la fonction o — t*~! est croissante sur R*T pour ¢ > 1 et décroissante pour ¢ < 1, il
vient alors que

max (tafl,tb’l) = { tr sit <1

T tsit>1
(b) Découle de la monotonie de la fonction & — t*~1 sur [a,b], en utilisant le (a).
(c) On devra vérifier les hypothéses du théoréme de dérivation sous le signe intégrale ( formule de Leibniz)

0
e D’abord la fonction f: (z,t) — t*“le™" est continue sur R** x R** et a—f existe et y est aussi
x

continue sur R*t x R**.
e Pour z € [a,b],t>0,0na |f (z,t)] < e max (t*,t*71) = ¢ (t) avec :

— ¢ continue sur R**

— Intégrable au V (+00) car négligeable devant ¢ — »

1
— Intégrable au V (07) car équivalente a ¢ — 7i-a Avee l-a<1

P € la,bl,t>0, -
e Pour z € [a, D] ona |z

/ (x,t)‘ <e '[In(t)|max (t*1, ") = ¢ (t) avec :
— 1) continue sur R*+

1
— Intégrable au V (+00) car négligeable devant ¢ — 2

—In(t 1
— Intégrable au V (07) car équivalente a ¢t — tlrig ) =0 (tl—"’) avec 1 — g <1
2

“+o00
Ainsi la fonction T est de classe C1 sur R** et IV (z) = / In (t) e~ "=~ 1dt.
0

PARTIE 11
+oo
1. On sait que la somme d’une série entiére de rayon R > 0, Z anx™ est de classe C* sur |- R, R[ et se dérive

n=0
+oo
infiniment sous le signe somme, en écrivant y, (z) = = E an,z", on en déduit que y,, est de classe C'*° sur
n=0

10, R[ et se dérive terme a terme.

Yo est solution de (F)) sur |0, B[ si et seulement si

+o0 +00 +o00
z? Z (n+a)(n+a—1)az"™* 2+ Z (n+a)a,z" ™ — (2 + )\2) Z apz" T =0
n=0 n=0 n=0
+oo
Aprés avoir fait le changement n’ = n + 2 dans la sommation Z anx™ T2t il vient
n=0

“+o0
x® ((on - )\2) apz® + ((1 +a)’ - )\2> arzt + Z (((n +a)’ - )\2) ay, — an_g) x") =0
n=2
ou encore aprés simplification par le terme non nul z¢,
“+oo
(o® — )\2) apr’ + ((1 +a) - )\2> arzt + Z (((n +a)’ - )\2) ap, — an_g) 2" = 0 pour tout z € |0, R]
n=2

(valable en aussi en 0)



A ce stade, on ne peut utiliser directement 1'unicité d’un développement en série entiére puisque [0, R[ n’est
pas un voisinage de zéro! Soit alors y € }—\/R, \/ﬁ[, on a alors y? € [0, R[, donc

+oo
(a2 — /\2) aoy0+((1 + oz)2 - )\2) a1y2+z (((n + a)2 - )\2> Gn — an_2> y*™ = 0 pour tout y € ]—\/E, \/E{
n=2
a? = \?
2 2
Par unicité d’un DSE, et en tenant compte de ag # 0, il vient ((1 +a)" —A ) a1 =0

Vn>2, (((n+a)2—)\2) an—an,g) =0

2. On suppose a = A > 0 et ag # 0.

(a)

Puisque o = A > 0, alors la relation ((1 + a)2 — )\2) a1 = 0 donne a; = 0, puis la relation

Vn>2, (((n + oz)2 — )\2) ap — an,g) =0 assure que V p € N, ag,+1 = 0.
a2(p-1) __ Q2(p-1)

D’autres part Vp > 1, (2p+a)® — a2 # 0 car o > 0, donc as, = = .
( ) # 2p +a)’-a Zp(pta)

ag 1

. lut & aide de 1
2y pra)pta—T1) . (atl) On conclut a l'aide de la

Par récurrence sur p > 1, on aura azp =

question I-3-b.
On vu que pour tout > 0, I' (z) > 0, donc as, # 0 pour tout p € N.
Pour z un complexe non nul, on note u, = |a2p22p{ , alors
r 1 1
AL L 5 latptl) = lim |2]° =0< 1. Dou
p—toe uy  p—too L 2Z2(p+ DT (a+p+2) p—te 22(p+1)(atpt+1)
la série Z anz™ = Z a2p22p converge pour tout complexe z. Ainsi le rayon cherché est +oo.

n>0 p>0
1
On suppose ap2 [ (A + 1) = 0, puisque I'(A +1) > 0 car A+ 1 > 0, alors ag = m De plus
le rayon de Y a,2™ est infini, alors pour tout x > 0,
+0o too
1 rA+1) 2p A 1 (x)2p+>\
_ = — (= . CQFD
v () [;OQAF(AH)Q?%!F(AerH)x I;p!r(wrpﬂ) 2 Q
+oo +oo
T\ 1 T\ 2P 1 T\ 2P

Onasussi (@) = (3) X Sy () oD (3) et

n a aussi Yy (x) 5 ;::OP!F()\‘FZH‘U 5 e 0rxn—>p§::0plr()\+p+1) 5 est con

tinue en 0, donc

Ya (z) ~o (g)’\ ﬁ

3. On suppose que 2\ ¢ N; soit p > 1.

(a)

Le fait que 2\ ¢ N, assure que V p > 1, (=X + n)2 — A2 £ 0, donc comme dans le 2-(a), on trouve que

Qg 1

227pl (p+a)(p+a—1)..(a+1)
a2 T (=A+ 1) = 1, puisque —\ ¢ Z*~ (car sinon 2\ € N), alors le fait de "noter" le produit non

VpeN, aprr = 0 et agy =

, puis en prenant comme le 2-(b) :

r'(=x 1
nul: (=A+p)(-A+p+1)...(=A+1) par (F(—)\’—ﬂ_))’ assure que I' (—\ 4+ 1) # 0, donc
+oo
1 1 2p—A
ag = ST (AT D) on obtient que x — 2;) P EsE— (g) est aussi solution de (Fy)
sur R*T.

Il est a noter d’abord que A # 0 car 2\ ¢ N, puis comme dans le 3(c) ,onay_x (z) ~o (g) Tt

Ainsi yy et y_, ont des comportements non propotionnel au voisinage de zéro : 1'une tend vers 0 et
Pautre vers 400, la famille (yx,y_») est alors libre.

D’autres part (F)) est une équation différentielle linéaire sans second membre d’ordre deux et dont
les coefficients sont des fonctions continues sur R** et aussi le coefficient de y” ne s’annule jamais sur



R**, donc 'espace des solutions de (Fy) sur R* est R-espace vectoriel de dimension 2, contenant la
famille libre (yx,y—»x), qui sera donc une base de cet espace. D’ou la solution générale de (F)) sur
R**T est : x —— Ay, (z) + By_x (z) ou A et B sont des constantes réelles.

Probléme II : Etude d’une cardioide et sa développée

PARTIE I

(a) Le domaine de définition de p est R et p est 2r—périodique.
(b) Par parité de la fonction cosinus, p est aussi paire, donc larc v, est symétrique par rapport a l’axe
(07).
(¢) Le support de 7, est obtenu en prenant le support de 7, union son symétrique par rapport a ’axe
(07).
2. Le pole O est paramétré par 6 = 7, de plus p(7) = p' (7) =0 et p” (7) = —cos (7) = 1 # 0. Puisque 2 est

pair alors le pole O est un point de rebroussement du premier espéce et la tangente est porté par 4 (m) ,
cad horizontale.

3. Soit My = ¢ (0p) un point de v, autre que le pdle O, donc 0y € [0, 27] avec §y # 7. On a alors

P2 (80) + 2 (p' (80))* = p(60) p” (60) = 3 (1 4 cos (fy)) > 0. Ainsi la concavité de , en My est tournée vers
le pole O ( ou contient le pole O) .

4. On a la fonction p est dérivable sur [0, 7] et p’ (f) = —sin (f) < 0. Donc est décroissante sur [0, 7] : elle
décroit de la valeur p (0) =2 & la valeur p (7) =0.

5. Le tracé est ci-contre :

e La tangente & l'origine est horizontale
e Le point M (2,0) est paramétré par 6 = 0, puisque p (0) = 2 # 0 et p’ (0) = 0, la tangente est alors
portée par v (0) = j cad verticale.



™

e Le point B(0,1) est parmétré par 6 = g, puisque p(%) =1cetp (g) = —1. Si V(§> =

( ( ) ( )) désigne I’angle que le vecteur u (g) avec le vecteur tangent, alors ici tan (V (g)) =

= —1,donc V ( ) = —%. Dans R (O, ;Zj) cette tangente a pour équation : y =z +1

p’ (%)

e Par symétrie, la tangente en C (0, —1) dans R (O,Z/;) a pour équation : y = —x — 1.

2 ™
6. L’arc vy, étant de classe C'!, donc sa longueur [ (;) est donnée par : [ (y,) = / ¢’ (0) ||dO = 2/ ll¢" (6)||do
0 0

par symétrie, donc

L(71) _2/ \/Sln (1 + cos( ))2d9—2/:Md0—2/22cos(g>d0—8

1
7. L’aire cherché est donnée par la formule de Green-Reimman en polaire: Aire(ry,) = 3 / o p2do : il s’agit
04

-
ic d’intégrale curviligne, ot 0, désigne la froniére de v, orienté dans le sens direct.

2m 2m
Donc Aire(y,) = %/ (14 cos (0))* df = %/ (1 + 2cos (0) + 1+C2OS29) do = 1 ; X 2 :3—7T.
0 0

[\

PARTIE II

A- Questions de cours

1. Voir figure ci-contre : (permettez mes outils de dessin vectoriel modestes!)

N

2. L’abscisse curvuligne est un paramétrage admissible de I'arc +, elle consiste & choisir une origine et de
paramétrer chaque point par la longueur (algébrique) de I’arc joignant ce point a lorigine. dans ce cas la
courbe est parcourue a vitesse uniforme valant 1.

On choisit pour origine § = 0, et on oriente v dans le sens des 0 croissant. Alors s ( / [| (f ) ||dt =

/\/ff@dtet— F2(0)+ f2(0).

3. D’abord la fonction angulaire V' est dérivable selon le théoréme de relévement, et en dérivant la relation :

tan (V (0)) = J{’((GH))’ on obtient :

VI 0) (1 4+ tan (v (0))) = Lo = SO O) by gy - 2O SO0 LSO —10) 1" 0)

7210) 720) R I ORS EI0)



Par ailleurs ( & la physicienne, que l'on justifie mathématiquement a 1’aide de dérivée de composée), on a

_ds _dsd) ds _ (da\ ! da . dV fPO-fO O ..
== = (d@) ,ora=V+80, donc@ 1+dt9_1+< 72 (0) + 12 (0) ),a1n81
da o POTAPO-FOO) (PO 20)
# =T e 0) tpar suite : B(0) = Gy 552 6) — 7 (0) 7 (0)

4. OnaMI = Rﬁ, donc les coordonnées de M dans le repére mobile (M, @ (6) , v (8)) sont (cos (V + g) ,sin (V + g)) =
(—sinV,cos V) ou V désigne I’angle (ﬂ) 9, ?)
B - Retour a l’arc v,

1. L’arc ~y; privé de son pole O est décrit lorsque 6 parcourt lintervalle |—m, 7|, il est un arc birégulier.
Commengons par déterminer ’abscisse curviligne orienté d’origine § = 0 , puis la normale et le rayon de

courbure :
9
/ VI + f2()dt = 40082 dt = 4sm et s (8) = 2cos
T dOM dOM 1 —sin 6
e Vecteur tangent et normal : Ona T = By P % W ( 1+ cosf )(3(9)’?(9)) =
—sin Q
2
9 ’
cos —

2/ (w®).70)

A B 30 m =  ( —sinV _
A1n81Vf§+§eta7V+9f 5 +2etN7( cos V )(7(9)’?(0))7 _Siné
2/ (w0).7 )
ds ds df 0 2 4 0
M = — = — _— = 2 S — _ = — S — .
e Rayon de courbure : R Ja 0 X o cos (2) X 3 = 308 (2)
. 4 0 —cos —
e Enfin M] = Rﬁ,doncO_j’:O—J\jJrRﬁ = ( 1+8059 ) ~+— cos (> 3 )
(ZO)7@®) 3 2\ —sino
2/ (w7 ©)
d’ou
oo L[ 1+cosh _ 1 2+4cosf(1—cosh)
OI(0) = 3 ( —2sinf )(7(0)7?(9» 3 < sinf (1 — cos ) (777)
2. Ona OM(+7) = —cos0 (1 —cosf) alors le rapport de cette homothétie est A = —=. Si
: — | —sinf (1 — cosb) ’ PP -3

7.7)
- = N
2 = (a,b) désigne les coordonées de son centre dans le repére fixe (O, 1, ] ) , alors on aura QF (0) =

1— — — 1— 1— . . .
_§QM (0 + ), donc QO 4+ OI (9) = —§QO - §OM (0 + ), en identifiant les coordonnées, en obtient

1 1
a=g et b = 0. Ainsi le centre de cette homothétie est : ) = (2, 0) .

donc O_P)I( 0) =

3. Ona(Tj')(G) 1(1—|—cos€

, 1+ cosf f). Ainsi H (0) est I'image de
3 (22600 ) o) v (1-+ cos0) W (6) ®) g

w\r—x

1
M (0) par 'homothétie de centre O et de rapport 3"

4. Voir figure ci-dessous (Merci Maple) : En noir la cardioide 7,, en rouge sa développée «; et en bleu la
courbe v. ( Attention Daltoniens ...)



1
5. Puisque vy se déduit de v, par homothétie de centre O et de rapport 3’ alors selon I-(6) et I-(7), on a :

1 8 1

. . ™
Hv) = 5l () = 5 et Aire(yy) = gAire(7) =

sk ok ok ok ok FIN % % % % % %



