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1)

2)

Ooh

EXERCICE

— = (0 <= h = Cte qui ne dépond pas de v mais seulement de u, donc

v
h(u,

a)

v) = hy(u), comme h est de classe C!, alors hy Pest aussi.

® est de classe C' sur R?, car ses fonctions coordonnées associées
Dy (u,v) — ue’ et Oy : (u,v) — e7? sont de classe C! sur R?, en
tant que produit et composé de fonctions de classe C! sur R2.

D’autre part, V(z,y) € Q,3v = —lny € Rtelque:y =
e’ et du = zy € Rtelque:z = we’, donc Il(u,v) €
R? tel que : (z,y) = ®(u,v), et donc @ est bijective.

D’aprés ce qui précede, on a : &~ (z,y) = (zy,—Iny) qui est

de classe C' sur €, car ses fonctions coordonnées associées ®;' :
(x,y) — ay et @y : (z,y) — —Iny sont de classe C! sur €2, en tant
que produit et composé de fonctions de classe C! sur €.

f* = fo® est de classe C! sur R? car ® est de classe C! sur R? et
f est de classe C! sur ®(R?) = Q, avec les relations suivantes :

or _orof ovos _ Lol
ou  Oudr Ou Oy ~ or

oft _oxof oyof _ .of_  .9Of
ov  Ovoxr Ovoy  Ox oy

D’aprés la question précedente, on a :

of  ,of . of  of Of . B

oy ueigs e o =15 y@y =0, donc f*(u,v) = F(u) et
par suite f(z,y) = f o ®(u,v) = f*(u,v) = F(u) = F(zy), avec F

de classe C' sur R

4) a) Les application linéaires de R? vers R s’écrivent sous la

0 0
g(z,y) = ax+ [y, donc x—g—y—g = ar+by <= ax—[Ly =
or ~ 0y
prendre donc g(z,y) = ax — by.
L o of  Of
b) La solution générale, f de I’équation xa— — yﬁ— = ax + by.
L Y

sous la forme f = fy+g,ou fy(z,y) = F(zy) est la solution g
de I’équation homegene sans second membre, et g(z,y) =
une solution particuliere de 1’équation avec second membre.

PROBLEME.

Premiere partie
e—at _

1) a)

Au voisinage de 0 : On sait que ¢! = 1+t¢+o0(t), donc

b—a+o(l) ~ b— a intégrable au voisinage de 0.

1 e—at _
Au voisinage de +00 : On sait que e~ = o (;) , donc "

1
o) (t_Q) intégrable au voisinage de 4oc0.
b) I(a,b) = —I(b,a), trés evident.

Posons : u = ta, donc :

+oo ,—at __ ,—bt +oo ,—u _ ,—2u {
M,b):/ %dt:/ e e (1,_
0 0 u (

e—t _ e—xt
(z,t) +— est contin

[1, +00[xR* en tant que somme, rapport de fonctions co

c) i L’application : f



qui ne s’annule pas. En (z,0) on a : f(x,t) ~ = — 1 continue,
donc f est continue sur [1, +oo[xR.

D’autre part : pour x € [a,b] C [1,+o0[ on a :

et _ ol et _ emat et _ bt

—_— = < qui est continue,
t t t

intégrable sur |0, +oo[, donc ¢ est continue sur [1, +o0l.

ii. Pour x € [a,b] C [1,400[on a: |==| = e ™ < e~ continue,

ox

intégrable sur [0, +oo[. Donc ¢ est de classe C! sur [1, +00[, avec

o0 1
' (x) = / e tdt = —.
0

x

iii. D’aés le raisonnement fait dans la question précédente, on a :
O(x) = %, donc p(z) =Ilnz + K, or (1) =0, d'ou K =0 et
donc p(z) =Inz.

Sib>a,alorsx=22>1, donc I(a,b) = I(l,g) = (9) =1In (g)

Sib<a,alorsx=%2>1, donc:

I(a,b) = —I(b,a) = —I(1,%) = —p (%) = —In (%) =In ().
Conclusion : I(a,b) = In (2).

[SlISESHIS

In(1+t¢
Au voisinage de 0 : on sait que In(1+t) = t+o(t), d’olt (1 +%) ~ 1
— . In(1+1¢ L
intégrable au voisinage de 0, donc ¢ +— % est intégrable sur
10, 1].
1" Qp
Posons a, = (=1) , on a lim S 1, donc le rayon de
+1 n—+oo | Qy,
/. _1)77/ n 7 \
convergence de la série Z x" est égal a 1, dont la somme
n+t 1
In(1+4+ 2 . . , - .\
est Q, puisqu’il s’agit de son développement en série entiere.
x
Pour x € [0, 1] fixé, on vérifie faciulement que la série Z m "
n + 1

n>0
est une série alternée, donc vérifie le critere spécial, en prticulier

la majoration du reste par son 1lér terme, donc E
k>n

_>
k+

< R donc le reste converge uniformément ve
n

par suite la convergence de la série sur [0, 1] est uniforme.

In(1 +t) LEX(
/ n(l + dt /Zn+1t"dt D’aprés 2.2

+o0 N
—t"dt
Car la convergence est uniforme sur [0,1
+o0 n
> ity
n=0 (n + 1)2

+0o0o +o0o

S oY e
2 2

~ @12 = (2p+2)

On divise la somme en deux n = 2p,n =
o0

zn2 22p Z—)
ZnZ_ Z

+o00 1 +o0 1
C i -
" Z 2p)? Z (2p +2)°



1)

a)

Deuxiéme partie

g est de classe C', en tant que primitive de f qui est continue.

g(z)

On ay(f)(z) = =, pourz > 0, donc v est continue sur R* .

Pour = # 0, le théoreme des accroissement finie, donc g(z) — g(0) =
zg'(c) avec ¢ compris entre 0 et x, d'ou ¢¥(f)(z) = f(c) — f(0) =
»(f)(0) car g(0) =0 et ¢’ = f continue, donc ¥(f) est continue sur
R*, autrement dit ¢(f) € E.

VI>0etz>0,donc (v f)(x
D’autre part :

Vf, on aura :

/ V)t > 0.

en utilisant llnegahte de Cauchy-schwarz pour 1 et

o VIO < [ [ s

1 x
/3 | o= D
0
On aura égalité, s’il y a égalité dans 'inégalité de Cauchy-schwarz
pour 1 et \/f, donc s’ils sont proportionnels, c’est a dire f est
constante.

Il est clair que ¥ (f + Ag) = ¥(f) + Mp(g), n’oubliez pas de le men-
tionner pour x = 0, donc ¥ est linéaire.

D’autre part d’aprés 1.1) ¥(f) € E, Vf € E, donc ¢ est un endo-
morphisme de F.

fe Ker (¢) = ¢(f)(x) =0, Vo >0

= g(x) = /0 f(t)dt =0, Vx>0

— ¢(x) = @) =0, Va 2 0
Donc ) est injective.

D’aprés 1.1) on peut affirmer que ¢(f) est de classe C' sur R*, donc
toute fonction de E qui ne l'est pas ne peut pas étre de la forme
W(f), c’est a dire n’admet pas d’antécédant, donc 1) n’est pas sur-
jective. F'(z) = |z — 1| est un exemple de fonction de E qui n’est
pas de classe C* sur R* , car non dérivable en 1.

3)

4)

1)

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du 1ér o
coéfficients non constant dont la solution est :

/ tdt 1—X 1—X
= Ke =Kex "2 = Ko 5",

f est prolongeable en 0% si et seulement si lim f(x) es

Tr—

>0 st et seulement si 0 < X < 1.

si et seulement si
0 ne peut pas étre une valeur propre de 1) car elle est injecti

1
Soit f € E non nulle telle que ¢(f) = uf, donc f = —1
J

p # 0 d’aprés 4.1). De plus d’aprés 1.1) on peut affirmer qu
est de classe C* sur R, donc f aussi.

Soit A valeur propre de ¢ et f vecteur propr associé, donc v(
Af(x), d’ou / ft)dt = Az f(x), en dérivant cette égalité

0
tient : Az f'(xz) + (A — 1) f(z) = 0, dont les solutions sont :
f(z) = Kz'x", dérivables sur |0, +oo[ pour tout A €]0, 1].

Troisieme partie

Pour tout segment [a,b] C RT, on a d’aprés llnegahte de C

Fross] = s f o

SM—\/O fAt)dt \//0 9

Donc fg est intégrable sur R

Schwarz :

Il est clair que 'application nulle est de carré intégrable, dc
partient & Fs, d’autre part, soit (f, g) € Fa, A € R, alors :
(f+Xg)? = f24+2\fg + ¢? car f?, fg,g* sont toutes intég
donc f + Ag € E5 et par suite Fy est un sous-espace vectorie
+0o0 +00
- Symétiie  (f9)= [ ftg(dt= [ g0yt = (
0 0



— Bilinéarité : (f + Ag,h) = (f,h) + A(g,h), car U'intégrale est
linéaire, d’ou la linéarité a gauche, a l'aide de la symétrie on
conclut la bilinéarité.

— Positive : (f, f / fA(t)dt > 0.

Déﬁnie:(f,f)—0:>/ fAt)dt = 0 = f? =0, car f?

continue positive, donc f = 0.

@ = g(O)Y(f)(t) — g(0)¥(f)(0) = 0, quand ¢ — 07, car g et

Y(f) sont continues sur R et g(0) = 0.
2(

= (W(H1)* — (@©(£)(0))*, quand t — 07, car ¥(f) est
g*(t)

t2

)
)

continue sur R*, donc ¢ — est intégrable sur ]0, b] car prolon-

geable par continuité en 0F.

" g*(t)
D’autre part : / W(f = / dt, par définition de ¥ (f),
0

pour l'autre égalité on va utiliser une 1ntegrat10n par parties, avec
1 1
u=g*(t),v = x donc u' = 2¢'(t)g(t) et v = —% d’ou :

/Obgigt)dt = [—@K”/;Mdt

g°(b) NAG0)
2[00,

b
car : lim g2(t) =0
/fwwf
car : (0 ,él—wno

b
/@D(f) )dt <2/ f(t) t)dt D’aprés (1) :
0

§2¢AJWﬂﬁ¢A:Mﬂ%W#

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Shwarz.

3)

4)

5)

/w

t)dt = 0, c’est terminé, sinon on peut simplifier

on obtient encore le résultat demandé.

d) Découle immédiatement de 2-4) en faisant tendre b vers +ox

e) D’aprés 2-5) on peut conclure que 1, est 2-lipshitzienne, don

nue.

b) Faire tendre b vers 400 dans (1), en utilisant 3-1).

1 (f) = 2f1P

= (W(f) = 2f,9(f) — 2f)

= (W), v(f) =4 (), f) +4(f, f)
W(AII* = 4@ (), f) + 4l FI”

= —4(0(f), f) +8IfI*  Car: [[¥(f)l| = 2lIf|

—4((f), ) + 2l (NI Car: [l (NI =2l
=0 D’aprés 3-2)

Donc ¥(f) —2f = 0, ainsi si f # 0, on aurait 2 est une valeur pr
1, impossible puisque les valeurs propres de v sont les A €]0, 1].

a) f2(r) = e 2% est évidement intégrable sur R, avec :

+OO —zar 1
HMPz/ gy =
0

b) Pour z # 0, 0on a: ¢(f,)(z) = i/m e dt = Lo e—ax'
Pour z =0, on a : ¥(f,)(0)
(

axr

—+00

amwm>=/ Ful2)d(f) (@)de

|1 fall

(M2

na
= —— D’aprés 1-4 de la lere partie
a

) =20l Dapres 11

=4da(f,,¥(f,)) D’aprés 3-2, 3éme partie
=4lna



Dol : ”ﬁ%‘ﬁ” = 2vIna.
Pour z # 0, on a : ¢(f)(x) = %/Ow 1—1i—tdt: ln(lx—%x).

Pour z =0, on a : ¥(f)(0) = f(0) = 1.
Au voisiange de 0 : f?(z) ~ 1

Au voisinage de +oo : f*(z) ~ —;, donc f? est intégrable sur R¥,
T

or f continue, donc f € FEj.

) = [ e

0
B /+°° In(1 +t)dt
0

. t(1+1)
+o0
:/ Mdt—!—/ Mdt
0, t(1+1) 1 H1+0)
In (1t
o t(1+1) o ltu
Uln(14+14) In (it
= /0 ;1((1 rt)) + n1(+tt) dt On remplace u par t

[T+t In(1+¢)—tlnt
_/ t(1+1)

0
B /1 In(1+¢) Int gt
~Jo t 1+t

Avec :u= -

dt

c)

In(1+t) Int

(IntIn(1+1t)) = ; + et donc Intln(1+1¢) est une
_ In(1+¢) Int

tive d

ive de ; + Tre

1 U'n
Calculons d’abord : / n(li&;tdt et / —tdt en
0

YIn(1 + 1) ' nt
20 = ntin(l + 1)} — dt
| e

Intégration par parties avec :

1
u=In(1+1¢t) v ==
t

, 1

U = — v=1Int
1+t

1
|
:_/ ntdt
o 1+t

Car au voisinage de 07 :

Intln(l+1¢) ~tl

Fin.






