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Corrigé du CCM 2005 Mah1 PSI
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Partie 1

1. C’est une question de cours
(&) est une éqution differentielle du second ordre a coefficients constants d’équation caractéristique 724+1=0
D’aprés le cours ,Sp est un s.e.v de C?(R,R) de dim 2, dont une base est(p, q) ot p(z) = cosx et ¢(x) = sin x.

2. (a) Les fonctions :u : t — f(t)cost et v : ¢t — f(t)sint sont continues sur R, les fonctions ¢; et w2 sont
respectivement les primitives de u et de v qui s’annulent en 0 , dont elles sont dérivables sur R et:

o) (x) = f(x)cosz , phe = f(z)sinz

(b) Partant de sin(x —t) = sinxzcost — cosxsint et remplacant dans l'exoresssin de g(x), on obtient
facilement par linéarité de l'integrale:p¢(x) = o1 (x)sinx — @o(z) cos .
Pf (0) = 0.

(c) ¢y est d’aprés la question précédente,est produit et somme de fonctions dérivables, donc elle est dérivable
sur R et oz = @1(x) cosz + pa(z) sinw

(d) L ’expression de gp’f( x) montre que <p’f est également produit et somme de fonctions dérivables ,donc
elle est dérivable sur R et ¢f(z) = f() cos?x + f(x)sin®x — 1 () sinx + p2(z) cosz = f(z) — ()
Donc ¢f + ¢ = f.ie ¢y est solution de l'eq diff (£y).

(e) ¢y est une solution de () vérifiant:py(0) = ¢’ (0) = 0.
Le théoréme de cauchy lipshitz linéraire assure 'unicié de la solution de (£f) vérifiant les conditions
initiales y(0) = y'(0) = 0,cette solution est donc ¢ .

3. D’aprés le cours I'ensemble Sy des solutions de I'eq diff (£f) est donné par:Sy = ¢¢+ So = {y+¢s/y € So}
, on en déduit d’aprés I — 1 que les solutions de (£f) sont toutes de la forme :
x

x +— acosx + Bsint + / f(t)sin (z — t)dt ou « et [ sont des réels.
0

4. (a) h est de classe C? sur R et vérifie:h” + h = f1, donc h est une solution de (&y,)

(b) D’aprés la questoin I-3 il existe (a, 3) € R?, h(z) = acosx + Bsinz + /x fi(t)sin (x — t)dt, donc:
0
h(z+m)+h(x / f(t)sin (z —t)— / f)sin(z —t) = /0 fi(t)sin (x — t)dt—/o fi1(t)sin (x — t)dt—
/ f1(t) sin (x — t)dt.

X
D’autre part, le changement de variable: u =t — x donne:

T+
/ f(t)sin (x — t)dt = / fi(u+ z)sin (u)du, d’ot:h(x + ) + h(x / fi(u+ x)sin (u)du.

fi=h"+h>0etsin >0 sur [O,W,dODC/ f1(u+ ) sin (u)du > 0
0

5. Cas ou f est 2w périodique
(a) i D’aprés le cours on connait une relation entre les coefficients de fourier exponnentielle de g et ¢”:
en(g”) = (in)?cn(g) = —n’en(g)-
Comme ¢, (g) = M, cn(g”) = an(9") = ibn(g”)’ Donc :
an(g") = —n’an(g), et bu(g") = —n’bu(g). :

D’autre part a,(f) = an(g+9") = an(9) + an(9”) = (1 —n?)a,(g) de meme b, (f) = (1 —n?)b,(g)
ii. Les relations précédentes donnent:ai(f) = bi(f) =

T+2m
(b) / ft)sin(x —t) =0
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/er i f(t)sin (z — t)dt = / f(t)sin (t — x)dt —i—/o ’ f(t)sin (t — x)dt +/ ™ f(t)sin (t — x)dt.

X x s
D’autre part ,le changement de variable:u =t — 27 et la 27- périodicité de f et sin donne :

2+ T
/2 f(t)sin (t — z)dt = /0 f(u)sin (u — z)du,

™

421 27 ™
D’ou / ’ f(t)sin(z —t) = f(t)sin (t — z)dt = f(u)sin (u — x)du = w(by cosx—ay sinz) =0
T 0 -7

21
of(x+2m) —p(x) = / f(t)sin (z — t) = 0,donc ¢y est 2m-périodique.
xT
Si y est une solution de (€f) ,il existe (o, B) € R?, y(z) = acosz+Bsinxz+ps(x) , comme cos sin et oy
sontb 27-periodique , il en est de meme de y.
(c) On a établit dans les qustions a) et b)l’équivalence entre (£;) admet des solutions 27-periodiques et

ai(f) =bi(f) =0
Si f(z) =sinz ,a1(f) =0 et bi(f) =1, donc () n’admet pas de solutions périodiques.

Partie 2

1. (a) On écrit la définition de la limite:
pour e = 1,34 > 0,2 > A, |f(x) — ¢ < 1,comme |f(x)] = |f(x) — £+ L] < |f(z) — £] + |¢|, alors pour
2 A |f(x)] <1+ [

(b) D’aprés a) f est bornée sur [A, +oo[,de plus f étant continue sur le segment [0, A] ,est bornée sur [0, 4],
ainsi f est bornée sur [0, +o0.

) f est croissnte et de classe C! sur R,donc f’ > 0 et continue sur R, d’autre part:

/ f'(t)ydt = f(z) — f(0) and ¢ — f(0), donc f” est intégrable sur [0, +oo[ et 0+OO f(t)dt =€ — £(0).

2. Les fonctions y : t — f'(t)sint et ¢ : t — f'(t) cost sont continues sur R .
Vit e [0,+o0,|x(t)] < f/(t) et [¥(t)] < f'(t),comme f" est intégrable sur [0,+o0] , il en est de meme des
fonctions y et .

3. Une integration par parties donne:

/Of(t)sin(a:—t)dt:[f(t)cos (x —1t)] /f cos (x — t)dt = f(x) — f(O)cosx—/O f'(t) cos (x —t)dt

4. D’aprés I-3 les solutions de (£f) sont de la forme:
x

Ya,8(T) = acosx + fsinz + / f(t)sin (z — t)dt

En utilisant 1’égalité établie dans la question précédente on obtient:

Ya,8(x) = f(z) + (a — f(0) — /Ox (@) cost> cos T + (ﬁ - /Ow (@) sint> sin x

5. On a montré que f est bornée sur [0, 4+o00[ ie |f| < M;. sur [0, +00]
/ f'(t)sint

T
dt < My
6. (a) nm — 400, donc si y, 3 admet une limite en +o0o il en est de meme de y, g(nm).

Vae [0,+oo[,‘/ f’(t)cost'dt < /mf( )ydt < /+Oof (t)dt = My de meme
Donc [yas| < Mi + o] + 18]+ | £(0)] + 20y sur [0, +00]
n—-+o0o
Ya,p(nm) = f(nm) + (=1)" <a — f(0) —/ f'(t) costdt)
f(mr) — E / f'(t) cos tdt 0 /+OO ) cos tdt

Comme la su1te ((=1)"™),, est dlvergente (Ya,3(n7))y va admettre une limite lorsque n tend vers +oo si
+oo

+oo
et seulement si a — f(0) — / f'(t) costdt = 0 ie a = f(0) + / 1(t) costdt.
0 0

(b) En étudiant de meme la suite (yq, (5 + n7))n, on montre de la meme maniére que dans la question a)

+oo
que :f = / ) sin tdt
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+00
7. L’unicité de Y} vient de la questioon précédente car :a = f(0) + / f'(t)costdt et B = / ) sin tdt,
0

ce qui donne Yy(x / f'(t) cos (x — t)dt
Réciproquement , cette fonction est une solutoin de (£f) de limite 0 en +oo.
Partie 3
1. (a) e Sixe€2nZ, alorsVneN,S,(z)=0, donc (5,(0)), est bornée
o Siz€2nZ,Sy(x) = sin (n g)ssllr:l(;n+1) 2) Jdonc: Vn e N, |S,(z)] < ]s1111§|

(b) C’est la fameuse transformation d’Abel :
En posant So(z ) = 0,on a:V k € N*, smkx =S5, — Sk_1,0n a donc:

Z bk sin kx = Z bk Sk - Sk 1 Z kak — Z kak—l

En effectuant dans la deuxiémé sommation du dernier terme le changement d’indice:k’ = k — 1, on
obtient alors,compte tenu de Sy = 0:

n n—1
> businks = brSk— D br1Sk = baSn + (b — brr1)Sk
k=1 k=1 k=1 k=1

(c) Contrairement a ce que le sujet laisse criore en disant:Montrer alors..,cette question ne se déduit pas de
la transformation d’Abel , mais uniquement de la question a) , en effet,comme (S, (z)) est bornée et
(bp)p décroissante on a:

IM > 0,Vp €N, |(bp1 — bp)Sp(x)| < M(bp — bpi1)

Comme b, p:oo 0 ,la série téléscopique Z(bp — bp+1) est convergente,on conclut que la série
p=>1

Z(bp — bp41)Sp(x) est absolument convergente.

p=1

(d) b, — 0et (Sy(z)) bornée donc b,S,(x) — 0, et la convergence absolue de la série
n—+00 n—+0o0

Z(bp —bp+1)Sp(z) entraine sa convergence , et par suite la convergence de sa suite de sommes partielles
p=>1

n—1 n
(Z(bk - ka)Sk) , et compte tenu de la relation de la question b) on déduit que la suite (Z bk>
k=1 n k=1 n
des sommes partielles de la série Z vy, est convergente , d’oil la convergence de la série Z Up.
n>1 n>1
Pour tout n > 1 la fonctions v,, est 2mw-périodique et impaire , il en est de meme de la fonction f.

2. (a) C’est encore la transformation d’Abel , on fait la meme chose que 1-b.
(b) Soit z €]0, 7|

D’aprés a) et et comptre tenu de |S,(z)| < — on a:
sin £
2
q—1
Z kaIIlkx ~ b + Z bk—bk+1)+bn+1
k=n+1 n2 k=n+1
q—1
Or Y (br — bry1) = byt — b
k= n+1
b
Z bpsinkxr| <2 nH
sin Z
k=n+1 2

3. (a) D’aprés 2-b:

b
< 277 sin (pr)|.
Sin 3

Z b, sin (kx) sin (px)

k=n+1
Or :g €0,7/2] =

1 s .
7 < - et | sin (px)| < pz,donc
2

Z by, sin (kx) sin(px)

k=n+1

< 2p7bpi1

Cor CCM Mathl PSI-2005 3 A.KHOUTAIBI



En faisant tendre ¢ vers +0o et en tenant compte de la convergence de la série Z vy, établie dans la

n>1
+oo
question 1-d, on obtient: V x € [0, 7], Z by, sin (kx) sin (pz)| < 2pmby41
k=n-+1
+o0
D’ou : sup Z by sin (kz) sin (px)| < 2pmwby1.
z€[0,7] —)

(b) e Vze R w,(z)=v,(x)sinpz, comme la série Z v, converge simplement sur R vers f alors la série
n>1
Z wy, converge simplement vers w : z — f(z)sin(px).
n>1
e pour tout n € N* la fonction w, est 2mperiodique et paire, donc il suffit de montrer la convergence
uniforme de la série de fonction Z wp () sur [0, 7).

n>1
+oo
e Pour z € R le reste d’ordre n de la série Z wnp(x) est Ry ( Z b sin (kx) sin (pz)
n>1 k=n-+1
D’aprés la question 3-a: sup |R,(x)| < 2pmbp41 e 0, donc la suite de fonction (R,,) convege

z€[0,7]
uniformément vers 0,d’oul la convergence uniforme de la série de fonction Z wp () sur [0, 7]
n>1
(c) On applique les théorémes de continuité de la somme d’une série de fonction et d’integration terme a
terme d’une série de fonctione fonctions , vérifions les hypothéses de ces théoréme:
e Pour tout n € N* la fonction w,, est continue sur [—, 7]

e La série de fonctions g wy, converge uniformément sur [—m, 7| vers w : x — f(x)sin(px)
n>1

s 100 o
Donc w est continue sur R et / w(zr) = Z/ wy,(z)dx
- n=17"T

o [ wnterie = { "0

—T

1 ™
Dot b, = — f(t)sin (pt)dt
™ —T

4. (a) e premiére méthode

0+2m 27 0+27
F(6 +2m) = / fwdt= [ ftyde+ / Ft)dt
° : e 0+ 2r 0
Or la périodicité et 'imparité de f donne : f®)dt =0, et / f(t)dt = / f(t)dt
0 2 0

e deuxiéme méthode
Soit G : 0 — F(0 + 2m) — F(0), alors G est dérivable sur R et G'(x) = f(6 + 27) — f(6) = 0, donc
G est constante sur R et G(0) = F(27) =0 ,donc G = 0.

-1 -1
(b) F' = f,donc ¢, (f) = incy(F), on en déduit a,(F) = an(f) = an et b, (F) =0 car F est paire.

(c) F est 2m-periodique de classe C! sur R le théoréme de convergence normale de dirichlet affirme que la
série de fourier de F' Converge normalement vers F' sur R

OnaVzeR, F(r) ) cos(nx) Zb cos(nz) , pour x = 0 on obtient :
§b _ ao(F)

" 2
n=1

5. (a) ¢¢(r) = —pa(x)cosx
11 suffit de montrer que 1 est paire et o est impaire.
—X

Le changement de variable :u = —t donne compte tenu de 'imparité de f : ¢1(—x) = f(t) cos(t)dt =
0
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/Ox f(u) cos(u)du = ¢1(x)

de la meme facon on a:pa(—x) = —pa(x).
(b) Si ¢ est 2m-per alors 0 = ¢ f(0) = @¢(2m) = —p2(27) = —27by d’ott by = 0.
T2
Réciproquement si by = 0, alors @o(x + 27) = po(27) +/ f(t)sin (t)dt.
21 2m
Or p2(2m) = by =0, et / f(t)sin (t)dt = pa(x) d’olt g est 27 périodique et parsuite ¢y est 27
2m

périodique.
6. (a) ¢y étant impaire ¥V n € N, a,(¢f) = 0.
by,
1—n2"

(c) @y est 2m-periodique de classe C?, d’aprés le théoréme de dirichlet, la série de fourier de ¢f converge

(b) ¢y est une solution 27-periodique de (€¢) ,d’aprés la question I-5a-i,Vn > 2,b,(¢pf) =

by,
normalement sur R vers ¢y e : Va € R, pf(x Z bn(py)sin(nx) = Zl T2 sin(nz)
OO n=
Donc ,la série Z — n2 sin(nx) est convergente et Z — n2 sin(nx) = ¢r(x) — bi(¢y)sin(x)
ol ol

(d) Vérifions les hypothéses du théoréme de dérivation terme a terme :

b
o Vn>2h, 1 —nn2 est de classe C! sur R et b/, (z) = % cos (nx)
e la série de fonction Z hn(x) converge simplement sur R vers h : x — @¢(x) — b1 (py) sin(z).

n>2

b
e Vn>2VreR | (z) < %, de plus:

nby, by, by,
~ — et — est convergente d’aprés 4-c.
1—n? n z>:2 n & P
n>

N / . 2
d’ou g h;,(x) converge normalement , donc uniformément , sur R.

n>2

Le théoréme aﬂirme donc , que h est de classe C! sur R et :
400

VzeR W Z h;z), soit en remplacant () =bi(pyf) cosz + Z 17122 cos (nx)
n=2

(e) En faisant x =0 dans la relation précédente on obtient:
o= nb
D’otu :b = "
ot :b1(¢py) nz2 R
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