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I. EXEMPLES ET RESULTATS GENERAUX

1. Un premier exemple

(a) I'équation différentielle en question est : (£7,) : ¥/ —y = —e”, dont la solution s’écrit
Yy = yu + yo ol yy solution générale de 1’équation homogene : (EH) : v/ —y = 0 et yo
solution particuliere de (£¢,). On a yu(z) = Ae” et a I'aide de la méthode de la variation
de la constante, on pose yo(z) = A(xz)e” , on injecte cette solution dans I'équation et
on trouve N (z) = —1, d’ott yo(z) = —ze®. Donc y(z) = (—z + A)e”. Cette équation ne
possede aucune solution bornée au voisinage de +oc.

(b) i. De méme on a : I'équation différentielle en question est: (€,) : ¢/ —y = —e**, dont

la solution s’écrit y = yu + yo ol yy solution générale de 1’équation homogene :
(EH) : v’ —y = 0 et yo solution particuliere de (£,). Ona yu(x) = Ae” et al'aide de

la méthode de la variation de la constante, on pose yo(z) = A(x)e” , on injecte cette
1

solution dans I'équation et on trouve X' (z)e” = —e®*, d’ott yo(v) = —s=7e**. Donc
y(z) = —L-e2® 4 Ae®.

ii. Donc une condition nécessaire et suffisante sur a pour que cette équation admet des
solutions bornées au voisinage de +oo est que a < 0, en prenant A = 0 mais cette
solution n’est pas bornée sur R.

2. Résultats généraux

(a) L'ensemble des solutions de 1’équation différentielle (£5) est un espace affine de dimen-
sion 1.

(b) Soit y une solution de I'équation différentielle (£¢), donc (y(z)e ™) = (v/(z) —y(x))e ™™ =
—f(x)e™™ , d'ou y(z)e™ = X — [Fe 'f(t) dt et donc y = yy : z — € ()\ -
JEetft) dt), AER.

(c) Sion suppose que la solution y, est bornée au voisinage de +oo, alors A — [ e ! f(t) dt =

(e e}

+oo
ya(x)e ™ = 0 et donc l'intégrale / e ' f(t) dt est convergente et vaut \.
r— 0

(d) L'équation différentielle (£;) peut avoir au maximum une solution bornée au voisinage
“+oo
de 400, en prenant A = [;F et f(t) dt, a condition que l'intégrale / e ' f(t) dt soit
0
convergente.

(e) i. Pour toutréel z, ona: Yj(z) = e” ()\f - /x et f(t) dt) = e””(/o e tf(t) dt +
0 T
+oo +oo
/0 et f(t) dt) = /w e tf(t) dt.

ii. La solution Y} n’est pas nécessairement bornée au voisinage de +oc si on prend par

exemple f(t) = e%, dans ce cas Yy (z) = %2¢3 = +00
T—>1+00
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(f) i Si f est bornée par une constante M, alors | [ e~ f(t) dt| < [T et f(t)| dt <
M [ etdt = Me~, donc 'intégrale [ e~* f(t) dt est bien définie donc Yy (z) =
er f;oo e ' f(t) dt est bien définie et bornée aussi par M, comme l'équation admet

au maximum une solution bornée alors c’est I'unique solution bornée, sur R, de
I’équation différentielle (£y).

ii. Si ftend vers 0 en +o00,alorsVe >0 JA >0telqueVz e R: 2z > A = |f(x)] < e.

Ainsi Vo > A on a: [f(t] < e. Vt > z donc [Yi(z)] = |e* f;ooe*tf(t) dt| <
e” [T et f(t) |dt < ee® [[®etdt = ¢, d'ott Y} possede aussi une limite nulle
en +o00.

iii. Si maintenant f tend vers 0 en —oo, alors Ve > 0 JA < OtelqueVz € R: z <
A = |f(z)] < e. AinsiVox < Aona: |f(t| < e. Vo <t < A, donc |Y¢(z)| =

e [FeTtf(t) dt| < e [T et f(1) |dt = e [ et f(t) |dt+e” [T et f(2) |dt, or
e” [ e | f(t) |dt — 0 quand @ — —oo, car [ e7t[f(t) |dt est une constante qui ne
dépond pas z et e” f;‘ et f(t) |dt <e® fA e tedt =ee®(e ™ —eA) =e(1—e"4) <,
et donc Y possede une limite nulle en —oo.
3. Un autre exemple
1 ((2p + 2)x)" e(2p+2 o(2p+2)z
O T ) = e X N ) DL pi e
e “ @2t nl Cp+ ) e 2 Op+1)]
- (e¥)2pHl . s . .
e Z Oy sh(x) aussi finie et donc, pour tout réel z, la suite double (up,,(z)) (np)eN?

est sommable.
n

o - €z e e
(b) Le rayon de convergence de la série entiere E an—, est alors infinie et sa somme est
n.

n>0
2p+2
320 Lonz0 Unp(®) = X0 Snso(—1)P Gt 2 =
P )™ —1)p T T —1)P (e 2p+1 T o x
2 p>0 gpil P 2on>0 QPZ? ) =2 p>0 (nglr)l)!e(ZerQ) =e") >0 S 2 i 1()225“))! = e”sin(e”).

A A
(c) lintégrale / e tu(t) dt = / sin(e!)dt = B < Sm(m) dz est alors une intégrale clas-
0 0

sique convergente car de méme nature que la série alternée Z . On a effectué le
changement de variable z = ¢’

+oo +oo
(d) Pour tout réel z, on a : / e tu(t) dt = /

sin 0

df en effectuant le changement de

x

variable 0 = e’.
A
(e) Yu(z) =¢€" f;oo e tu(t) dt est déja bornée en +oo car / e "u(t) dt converge, il reste donc
0

a l’étudier en —oo. faisons une intégration par partie dans l'intégrale | f;oo sl qg| =
+0oo .
[e0)T p e gp) = Jeme ot emt g < Loy [PV A dg = 2, dion

eT

Yu(2)| = |e® [T e‘tu( ) dt| = |e® [1°°sind d9| <2 donc la solut10n Y, de I'équation
différentielle (&,) est bornée sur R.

II. CAS D’UNE FONCTION INTEGRABLE

A- Cas ou f est intégrable sur R

1. La fonction G est continue, car primitive, bornée et tend vers 0 en —oo car f intégrable sur R.
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2.

f est intégrable sur R, donc sa limite en +o0o ne peut qu’étre finie et donc f ne peut qu’étre
bornée par une constante M, d’'ot VA > z,ona: ff e ! f(t)dt| < Me~*. Donc, pour tout réel
z, la fonction t — e~! f(¢) est intégrable sur [z, +o0.

Et dans ce cas : Vx € R, [Yi(z)] = " [[etf(t) dt| < e [[Cetf(t) dt <

e” [T e f(t)| dt = [°°|f(t)| dt, donc Y} est bornée sur R par [*°°|f(t)| dt et tend vers 0

en +oo car [7°°|f(t)| dt tend vers 0 en +oc.

DautrepartVa € R, Yy(z) =e” [X e tf(t)dt =e® [ e G (t) dt = e [e'G(t) ]t_)JrOO—I—
e [ e tG(t) dt = —G(x >+YG< )

car tEeroo e 'G(t) = 0, puisque G est bornée et donc Y; tend vers 0 en —oc car G et Y; tendent

vers 0 en —oo.

On a f intégrable R = | f| intégrable R, donc de fagon pareille on montre que la solution Y}y,

de I'équation différentielle (£;|) est bornée et tend vers 0 en +oo.

Ona:Yjy(t) = Y\}I (t)+1f(t)], or Y|’f| intégrable car Y; tend vers 0 en o0 et | f| intégrable donc

Y|y intégrable sur R et par suite Y; est aussi intégrable sur R puisque [Yi| < Vg

Effectuons une intégration par parties, donc : [ V}(x) = [TXem [FXetf(t) d
T—+00
[e”‘“ [ etf(t) dt] +[ T eme f(a)da = [T f(x) dr, carlim, oo e” [ *tf( )dt =

0, puisque la la fonction ¢ —— e ! f(¢) est intégrable et |e” [ e~ f(t) dt| < [F|f(t)| dt — 0
quand z — +o00

V(f,g) € E*, YA € Roona: ®(f + Ag)(z) = Yipa(z) = f;oo e t(f(t) + Ng(t)) dt =
f;oo e tf(t) dt + A f;oo et f(t) dt = Yy(z) + NYy(z) = @(f)(x) + A®(g)(x), d’ott

O(f+Ag) = (f) + AD(g) et par suite ® est linéaire, de plus d’aprés les questions précédentes
si g est une fonction réelle continue et intégrable sur R, alors Y, = ®(g) l'est aussi, donc
® : g — Y, est un endomorphisme de F, d’autre part :

Ny (Y, f+°° Y, ()| dt < [TV 0 dt = [T |g(t)] dt = Ni(g), d’oir ® est continue avec
Ni(P
|®| = supM < 1,de plus, pour g > Oona:Y, > 0, dou N(Y, f+°° =
20 Ni(g)

[T g(t) dt, d’otr | @] > 1 et donc || @[ = 1.

B- Cas ou 1’1ntegrale de f sur R converge

1.

La fonction F' est continue sur R, car c’est une primitive, et en plus admet une limite nulle en
+o0o par construction de F' et une limite finie en —oo car I'intégrale converge, donc bornée et
tend vers 0 en +o0.

Méme raisonnement que celui de la question II.A.4) En déduire que la solution Y; de
I’équation différentielle (£) est bornée et tend vers 0 en +oc.

Ainsiona: Yy = F — Yr, or F bornée et tend vers 0 en —oo, donc Yr aussi et donc Yy vérifie
la méme chose.

Méme raisonnement que celui de la question IL.A.7).

III. CAS D’UNE FONCTION PERIODIQUE

. f est 2mr—périodique continue, donc bornée sur R, d’out Y aussi, or 1’équation différentielle

(&r) possede au maximum une solution bornée qui est donc la fonction Y.

+oo
On effectue le changement de variable u = t — 27 donc yp(z + 27) = "7 / e tf(t) dt =
T2

+00 +oo
6”2“/ e I F(t — 2m) dt = em/ e 'f(t) dt = Y¢(x), donc Y est 2mr—périodique et de

classe C!, comme produit de deux fonction de classe C!.
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3. Les coefficients de FOURIER complexes de Y; sont donnés par la formule :

1 27 ) 1 27 ) +o0
Vk € Z : cp(Yy) = by Yi(x)e ™ do = 27r/ el=tk)z </ e T f(t) dt) dx =
0 0 T

. 27 .
1 e(1=ik)t  p+oo » 2m o(1—ik)x .
%(llm/x e f(t)dto —i—/o € f(z) dt

+oo +oo
271’(11—1']{) (627r/2 €_tf(t) dt —/0 e_tf(t) dt) + 1616_(‘]:; - flﬂ—(fzz{; car

+oo +oo
e / e tf(t) dt = / e 'f(t) dt en effectuant le changement de variable u = t — 27 et
2 0

™

utilisant le fait que f est 2r—périodique. D'ou Vk € Z : ¢, (Yy) = f’“_(i;ﬂ
4. (a) Pourtoutn € N,ona:cy(fn) = (1%5(]]:;1)&—1

(b) Parceque Y; de calsse C! bornée.
- le—k ()| + lex (f1)] - , L
(c) Z (|C—k(f1)| + !Ck;(fl)\) = MZ ( > est finie car c’est la série de

keN keN M
FOURRIER de f1 en o ou M = \fl(x0)| = ma]é( ‘fl (x)\ .
ze

(d) D’aprés le théoreme de DIRICHLET, ona:n € N*, Vz € R, \fn( ) — co(fn)l
ihe| < le—k(Fn)l | les(fn)l
| Z Ck(fn)e ‘ — Z |Ck(fn Z |c k fn |+|Ck fn Z |1 +Zk§|n 1 |1 _ ik|n,1 —

keZ* keZ* keN* keN*
1 n—1 +oo
(\/5) 3 (\c_k(f1)| + yck(fl)y) car |1 +ik| = VI T RZ > 2et|1 —ik| = VI + &2 > 2.

k=1
de plus co(frn) = co(f) d’otr le résultat.

(e) Le mode de convergence de la suite ( f;,)nen est le méme que celui de la suite géometrique

()"

FIN DE L’EPREUVE
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