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LETUDE D’UN PREMIER EXEMPLE

1) Ona: lim 225 = lim te* =0, donc t — < est négligeable devant
t——+o00 t t—+oo t
t — 7 en 00 or t — 7 est intégrable sur I'intervalle [z, +oo[, donc

—t .
L I'est aussi .

+o00
2) a) Ona: e—;t >0 Vte |z, +oo[, donc p(z) = / ert > 0, d’autre
part : ’

t

+oo ,—
- < %t Vt €lx, 400, donc p(r) = / ert < px) =

t

+oo t
€ € P , .
/ —dt = —, donc on a montré que , pour tout réel stric-
x x

x

tement positif z on a : 0 < <p( ) < .

(&

+o0
b) Vz € Ri, p(x) = / —dt —/ —dt est dérivable comme
1

+oo —
e
différence d’une constante, / -+ dt et d'une primitive / —dt
1

—x

de =, avec Vo € RY, ¢/(z) = ¢

3) a) Montrons d’abord que ¢ est intégrable sur |0, +-00|, en effet d’aprés

ce qui précede on peut affirmer que ¢ est intégrable sur [1,+oo],

—t
e 1 1

de plus -~y au voisinage de 0 et ¢ — 4 n’est pas intégrable

1t 1
1
sur ]0, 1], donc / ert ~ / Zdt = Inz au voisinage de 0, or

x — Inx est intégrable sur ]0,1], donc ¢(x

/ —dt+Kou

+oo —
e
K = / Tdt , donc ¢ est intégrable sur ]0,4o00] et pe

Y x — (]z|) est intégrable sur les deux intervalles | — o
10, +o0] .

b) Pour tout z € R, on a |e™| < |p(t)| et t — || int
sur les deux intervalles | — o0o,0[ et |0,4+o00[, donc t — «

+o0
I'est aussi donc les intégrales I; = / ehhdt et
0

0
/ e“h4p(t)dt ont un sens et donc Y(z) = I, + I, a u

—0o0

—+00 +oo 1

D’autre part : ¢(z) = / e“lp(t)dt = / 56 o
- 0

[e.9]

/O 1 it ( t)dt /+OO 1 it ( )dt 4 /+OO 1 —ixu (
207 0o 20 o 207

oo 1 zzt e 1 —ixt oo
/ S (i)t + / Se ()it =2 / o(t) cos(at):
0 0 0

c) Pour tout réel non nul x, on a a ’aide d’une intégration par

~ +oo sinat]"”
o - / deostae = o)™
t—
t
smx gt =

O t

gt _
/ — sm(xt)dt car d’aprés 2.a |p(t )smx | < IR 0,

T Jo t T

t — +oo pour x fixé, et d’aprés ce qui précede p(t) ~ Int -
voisinage de 0, donc



4)

(p(t)sma:t N (lnt n K>s1nxt

sin xt sin xt
~ t quand t — 0 pour x fixé, alors p(t)

quand t — 0 pour z fixé, comme

~ (Int + K)t

sin xt

quand t — 0 pour z fixé et donc 1ltiH01 o(t) = 0, pour x fixé.

~ F
Ainsi ¢(x) = (z)
x

et R
pz,t) = 6Tftsin(xt), donc ¥(0) = @'(0) a condition qu’on peut
dériver sous signe intégral, ce qui n’est pas difficile a justifier puisque
Op
01'

e, intégrable sur [0, +-o00[, pour = fixé.
. +oo ap +o0
Donc ¢(0) = ®'(0) = / 5 —(0,t)dt = / e tdt = 1.
0 0

Dans la question précédente on a déja montré que la fonc-

“+oo
,avec ¢ @ x — / p(x, t)dt telle que ®(0) =0
0

it e "cosat est intégrable sur [0, +oc[ puisque majorée par

tion & : z f0+m§sin(zt)dt est dérivable sur |0, +oo[ avec
+oo

d'(z) = / e 'cos(zt)dt, pour tout z > 0, puis on a :
0
+o0 +o0 eliz—1)t t—+00

P'(z) = §Re/ e lel™ %e/ eliT=lt — Re [ } =
0 0 ir—1], 4

—Re ! I . Notez bien que : [e®@ V| = ¢t — 0

ir—1 2 +1
quand t — 4-00.
D’aprés la question précédente, on a : QZ(SL’) = ? pour tout

réel non nul z, et ® est de classe C! sur 0, +oo[ avec ®'(z) =

leg Vx > 0, donc ®(x) = arctanz + A Vz > 0, de méme

®(z) = arctan v + o Vo < 0, donc

12(33) _ arctanz+A Vo >0
arcta:rle—l—p VSL’ < 0
1 sizx=20

comme @E est continue sur R alors A = = 0 d’ou le résultat.

II.LUN AUTRE EXEMPLE

A elatif)A
(a+ip)t
o+

) [ eererar-
0
A A . (at+iB)A
/ e cos(ft)dt = Re (/ (O‘“ﬁ)tdt) = Re (e
0

oz—i—zﬂ) B

i (00 o =) _ o)+
Oé2 _‘_ﬁ2 o Oé2 _‘_%
A A
De méme / esin(Bt)dt = Sm < / el Ot gy
0 0
waasin(BA4) — §eos(54)
e P .

c) Pour p réel strictement positif, la fonction ¢ +— e
est intégrable sur [0,+oo[ car dominée par la fonction

+oo
! qui est intégrable sur [0,+o00[. Avec / e Pt cos(f3
0

A .
lim e Pt cos(ft)dt = lim — —pcos(BA) + Bsin(
A—+o00 0 A—s+400 p2 +ﬂ2

0, les exponentielles I'emportent sur les puissances.

. 1 . , L
2) La fonction h : t +— E est paire, pour montrer qu’elle est intégra

c
2

R, il suffit de le montrer au voisinage de oo, en effet — = ———

cht el +e
2e¢~", qui est intégrable en +o00, donc h aussi.

~ toop 01
3) a) h(z) / ehap(t)dt = / §e’xth(t)dt + / 56”%(—
0 —00

el ool
/ zmt dt + / _e—zxuh(u>du — / zmth(
o 2 0o 2

“+oo
/ —e h(t)dt = 2/ h(t) cos(xt)dt.
0

O

b) Pour tout réel u différent de 1 et tout entier naurel n >
n n u"
1 — k _ 1 — n+1 d — k B
( u)Zu u™™, done o Zu + e

k=0 k=0
N 1 e
particulier pour tout ¢ > 0, on a h(t) = — = 2——



RS k 2kt e P - ke —(2k+1)t L e sin(nt)dt + /ﬂ e " sin(nt)dt
27 [ (—1)Fe M 4 (—1) T ] - 2> (—1)e + =50 ;
k:;_(2n+3)t k=0 ~ i _xsin(nm) — ncos(nm) a8 sin(nm) — ncos(r
(—1)”+1ﬁ et donc pour tout réel x, on a : h(z) = 27r 2?2 4+ n? 2?2 4+ n?
— € n
+oo “ +oo " eh(en
) / Bt)cosat)dt = 43 (=) / e~ CHD o ()it + m2 + pzhiem).
0 . - k=0 0 b) Théoréme : Si f est une fonction 27-périodique, de classe
4(—1)mH / % em2ntd) cos(at)dt morceaux, alors sa série de Fourrier converge simplement, et
o l4e 2 ' point de continuité = de f, sa somme est égale a f(x) et ¢
Pour tout réel x et tout entier naurel n > 1, on a : I}Oznt) ie fdl&(:)OHtlnulte © de f, sa somme est égale & la demi-
+oo —(2n43)t +oo | o—(2n+3)t d .
S eos(at)dt| < e eos(a)dt < .
‘ /0 1+e 2 cos(xt) - /0 1+e™ 7 cos(a - La fonction u vérifie bien les hypoteses du théoreme et conti
/ —(2n+3)tdt — ] 77T[7 avec :
e
0 2n+3 . . M = 0 pour z = 0 ou x = 7, la série de Fourrie
) . 0p k —(2k+1)t _
D'autre part : ‘h(x) - 42(_1) /0 e cos(:ct)dt’ = fonction u étant an sin nt, d’ou an sinnt = ch(zt) Vi
+00 o —(2n+3)t +=0 n20 n>0
4‘/ 7608 (xt) dt‘ < — 0, quand n — 400, et ansinnt:Opourt:OOut:W.
+ e 2 2n+3 —
d’olr : h = 42 / ~@ntD cog(at)dt. ¢) Pour t = I ce développement devient : Z a1 Sit
n>0
T xm , — .
D’ aprés la. question Il.l.c on a : Vo € R, h(z) = 1>§ - Ch(T) car sinZny = 0, donc . ch(®
2n+1 ch () (—1)"+! 2n+1
42 +(2n+1)% T ; 224+ (2n+ 1)2
) 4 : — 2 (v
Caleul des coefficients de Fourrier - 5) 5 gplée; les questions I1.3.d et Il.4.c et la formule chy = ch (2)
ap = 5= u(t) cos(nt)dt = 0 car t +— wu(t)cos(nt) impaire sur
(] do méme [II.QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOU]
o . D’UNE FONCTION
t — u(t) sin(nt) paire sur [—m, x|, alors
by, = u(t) sin(nt)dt = 2— / )sin(nt)dt = 1) Transformée de Fourier d’une fonction intégrable
1/ o a) Pour z fixé, on a : e~ f(¢)| < |f(t)] Vt € R, or f une f
T /0 ch(xt) sin(nt)dt continue par morceaux et intégrable sur R ; donc ¢ +— e~ f|




b)

aussi d’ou pour tout réel z, f(x) = / e " f(t)dt est bien définie,

o]
—+00

en plus |f(x)| = |/ e () dt| < / |f(t)|dt = M, constante

—00
qui ne dépond pas de x et donc la fonction f est bornée .
Si de plus f est continue, alors ¢ — e~ f(t) est intégrable sur R et
x — e @ f(t) continue sur R, donc f est aussi continue .

2) Transformations

a)

f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R, donc
pour tout réel a, les fonctions f,(t) = f(t —a) et o f(t) = f(at) sont
aussi des fonctions continues par morceaux et intégrables sur R et
par suite possédent des transformés de Fourier, avec que pour tout

réel z, f.(r) = / e f(t — a)dt = e_“”’/

e f(u)du =

e~ f(z), en utilisant le changement de variable u = t — a et de
méme avec le changement de variable v = at on obtient ,f(x) =
ﬁf (%) (a # 0), faites attention ici aux bornes si a < 0 alors —oco
devient +o00 et inversement ce qui justifie le |al.

La transformée de Fourier de Papplication ¢ — f(t)e® au point x
est :

400 -
/_ e @t f(1)dt = f(x — a).

[e.9]

Si f est paire alors f(z) = /0 e L f(t)dt + /OO e T f(t)dt =

§ :O e " f(t)dt + / h el f(—O;)du = /0 - e E(t)dt +
e f(u)du =

0
+oo o0
/ e Tf(dt + / f)du =
o 0 0
2 / cos(xt) f(t)dt, on a utilisé le changement de variable u = —t
0

puis on a remplacé u par t puisque sont deux variables muettes.

Si f est impaire on obtient f(z) = 2@'/ sin(xt) f(t)dt.
0

d)

La transformée de Fourier d’une fonction réelle paire est réel
que celle d’une fonction réelle impaire est imaginaire.

3) Dérivation

a)

' f'(H)dt = f(z)— £(0) adn

0
limite finie quad * — 400, et donc lim f est finie, soit

f' étant intégrable sur R, donc

limite, si L # 0 alors |f(z)] — |L| > %, quand x — 4o

est continue, donc un intervalle [A, +oo] sur lequel | f| > %, (

intégrable sur [A, +o00[, donc le fonction constante % le ser:

ce qui n’est pas le cas, donc L = lim f = 0, et de méme on
+oo

quel_imsz.

f' étant une fonction continue par morceaux et intégral
R, donc admet une transformée de Fourrier, définie par |

}"\/($) _ /; ooe_ixtf,(t)dt _ [e—ixtf(t)}i

[e.e]

tion : Vo € R :

tend ver

i /+oo e f(t)dt = izf(z), done Fla) = T

o x
400, car f’ est bornée en utilisant la question II.1.a pour I
tion f’.

Le fait que l'application g : ¢t +— tf(t) est intégrable sur -
permet d’affirmer que f est de classe C! sur R et de dériver
signe intégral ; avec :

vz € R, (f)'(x) - —¢/

— 00

—+00

e f(t)dt = —ig(x).

Fin.






