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CoNCOURS CENTRALE-SUPELEC 2019

Epreuve de mathématiques I, PSI, quatre heures
Corrigé

I — Résultats préliminaires

I. A -

Q1. Il y a trois cas de figure a considérer :

— sia € Z, et a <0, alors f, est une application polynomiale, donc D = R ; une application
polynomiale est de classe C', donc f est de classe C! sur D;

— sia € Z et a > 0, alors f, est I'inverse d'une application polynomiale, elle est donc définie
sur R privé des réels ou le dénominateur s’annule, c’est-a-dire : D = R\ {1} ; une application
polynomiale est de classe C!, et I'inverse d’une application de classe C! est de classe C! 1a
ot elle ne s’annule pas, donc f est de classe C! sur D ;

— si a & Z, alors f,(x) = (1 —x)~ n’est définie que pour 1 — z > 0, donc : D =| — oo, 1[;
'application polynomiale x — 1 — x est de classe C! sur D et & valeurs dans ]0, +oo], et
la fonction puissance x — z¢ est de classe C! sur |0, +o00[, donc par composition f, est de
classe C! sur D.

Dans tous les cas f, est de classe C! sur D, et on a :
Vee D, f(z)=al—-z)*"
donc f, est solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre :
Vee D, (1-2)y(x)=ay(). (E.)

Q 2. Nous énoncons le théoreme de Cauchy dans le cas d’une équation différentielle linéaire du premier
ordre ; dans ce qui suit, I est un intervalle de R et K est R ou C.

Soient a,b,c : I — K trois applications continues. On suppose que a ne s’annule jamais sur I.
Soient z¢ € I et yy € K. Le probleme de Cauchy :

{V:CEI, a(z)y' (z) + b(z)y(x) = c(x)
y(wo) = wo

admet exactement une solution définie sur /.

Prenons I =] — 1,1]; alors f, est solution de (E,) sur I et x — 1 — x ne s’annule pas sur cet
intervalle. D’apres le théoreme de Cauchy linéaire, pour démontrer 1’égalité :

+o0 "
Va € Ia fa(l') - Z Ln(a)ﬁ7
n=0 :
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“+oo n

x
il suffit donc de démontrer que I'application x +— Z Ln( —' est de classe C! sur I et solution du
n!

méme probleme de Cauchy : on invoque alors l’unlclte de la solution a ce probleme. Commencgons
donc par vérifier que cette somme de série entiere est bien définie sur I, puis qu’elle est solution
de (E,) sur ce méme intervalle. Si o € Z est un entier négatif, alors L, («a) = 0 pour tout n > —a,
donc la somme est finie et définie sur R. Supposons « ¢ Z, de sorte que L, («) # 0 pour tout n € N.

:L.n
Soit z €] — 1,1[. Si z = 0 alors la convergence de la série » Ln(oz)—' est triviale. Supposons
n!
n=0
x # 0. Pour tout n au voisinage de +o0, on a :

’ P

Ly (@) 5y
‘L :E"L

kd

X = lz] — |z <1,
n+1

~Y
n + 1 n—+oo n—s+00

= [or+ 7]

_ ‘ Ln+1 (a)
Ln(a)

xn
donc d’apres la régle de D’Alembert la série E Ln(oz)—' converge absolument donc converge.
n!
n=0

Ainsi la somme S(x Z L,(a)— est bien définie sur I. En fait, il s’agit méme de son intervalle

ouvert de convergence 31 a n’est pas un entier négatif, puisqu’il y a divergence grossiere pour tout
|z| > 1 toujours d’apres la regle de D’Alembert.

En tant que somme de série entiére, I'application S est de classe C! sur son intervalle ouvert de
convergence (qui contient /), et on la dérive terme a terme :

n—l +oo n—1 +oo n

= X La(@) 5 = 2 Loni(a),

n=1

Veel, S'(z ZL

et comme on 'a déja implicitement utilisé tantot : Ly,1 = Ly, - (X +n), et pour tout x € I les séries
TL

Z L,(a)— p et Z L, ( n— convergent (pour la seconde, cela provient du fait que multiplier par
n=0 ' n=0
n le terme general d’une série entiére ne change pas son rayon de convergence), donc :

n +00 n—1

" —+00 T
Veel, Sz —aZL ) +7;)Ln(&)n§:a5(x)+xZLn(a)n

= aS(x) + x5 (x).

On a donc bien : Vz € I, (1 —x)S'(z) = aS(x), donc S vérifie (E,) sur I.
De plus : S(0) = Lo(a) = 1, et fo(0) = 1, donc f, et S sont solutions du méme probleme de
Cauchy :
Veel—-1,1, (1—-2)y(z)—aylz) = 0
{ y(0) = 1
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Q3.

Q4.

Par unicité des solutions a un probleme de Cauchy, on conclut : f, = S, ou encore :
+o0 "
v 6]_171[7 foz(x)zngol/n(oog

Si Z a,z" et Z b,2z" sont deux séries entieres a coefficients complexes, leur produit de Cauchy
n=>0 n=0

est la série entiere Z cp2", ou :
n=0

n
YneN, ¢,= Z apbn,—i.
k=0

Le théoreme de Cauchy nous dit que si Z apz" et Z b,z" sont respectivement de rayons de

n=0 n>0
convergence R, et Ry, alors le rayon de convergence R de leur produit de Cauchy Z cp 2" vérifie
n=0
R > min(R,, Ry), et pour tout z € C tel que |z| < min(R,, Ry) on a :
+oo +o0o +oo
Z an2" X Z b,2" = Z 2"
n=0 n=0 n=0
D’apres la question Q 2, on a :
R Ln(& + 5) n
Vo€l - L1, farsle) = 3y 20 1)
n=0 :

Mais on a aussi :

Vo €] = L1} farp(r) = (1-2) P =(1-2)(1-2)" =3

n=0 ' n=0

Nous avons la le produit de deux sommes de séries entieres de rayon de convergence 1. D’apres le
théoréme rappelé plus haut, on en déduit que leur produit de Cauchy est de rayon de convergence
au moins 1, et on a :

— nl — nl = \i= K (n—k)!

Donc, d’apres (1) et (2), on a donc :

veel -1, Y @t D 3 (I;) o] i:fg?) "

n=0 n=0



Mathématiques I PSI Centrale-Supélec 2019 — corrigé

Nous avons une égalité entre deux sommes de séries entieres dans un voisinage de 0. Par unicité
des coefficients :

e, BOED) S Bl0) i)

et donc, apres multiplication par n! :

n n n
Vn € N, L CY + 6 ];] 'k" ( )Ln_k(ﬂ) = ];) (k‘) Lk(Oz)Ln_k(ﬁ)
1. B -
Q5. Soit x €] —1,1[. On a :
—+o0 1
pr S -1,
1 l—-2 1-—2
+o0
et donc la dérivée de x +— Z 2P a pour somme :
p=1

400 |
prt~t = ——.
pz:l (1 —x)?

Q6. Comme suggéré par I’énoncé, nous allons raisonner par récurrence sur n € N\ {0}. Pour tout
n € N\ {0}, soit P, la proposition :

+o00 R
«3R, € R, [X], Vz €] = 1,1[, Y pa’ = (1_"3(3@ »

+oo

x

Vérifions Py : d’apres la question précédente, pour tout x €] — 1,1[ on a Z pxP = ﬁ, donc
p=1 -

on a Py en posant R; = X € R;[X].

Vérifions 'hérédité. Soit n € N\ {0} tel qu’on ait P,,, c’est-a-dire :

+00
EaneRn[X]7 Va E]_171[7 anxp_m

La série entiere Z p"a? est de rayon de convergence au moins 1, puisque par hypothese de récur-

p=1
rence sa somme est définie pour tout = €] — 1,1[. Elle est donc dérivable sur | — 1, 1], et on peut
la dériver terme a terme; on en déduit :
R R (z) R, (z) (1—-2)R (z)+ (n+1)R,(x)
Vo €] —1,1], noppPl = 1 n = n e,
v €] [ z_:p pr (1= )+ +(n+ )(1 — )2 (1— z)t2
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Q7.

On multiplie I’égalité ci-dessus par x, et on obtient :

(1 —xz)zR (z)+ (n+ 1)an(x).

+oo
Vr E] - 17 1[7 anJrlxp = (1 _ I>n+2
p=1

d’ou P41 en posant R, 11 = (1 — X)X R/, + (n+ 1)XR,. Il est de degré inférieur ou égal a :
max (deg((1 — X)XR)),deg(XR,)) = max(1 + deg(R,), 1+ deg(R,)) < n+1,

comme voulu.

Nous avons montré Uinitialisation et I’hérédité, donc P, est vraie pour tout n € N\ {0} : d’on
I'existence du polynéme R,, pour tout n € N\ {0} tel que pour tout = €] — 1, 1[, on ait :

+o0 R
anzp = »(2) 1
p=1 (1 - l-)n+

Il reste a vérifier I'unicité de ce polynéome pour tout n € N\ {0}. Pour cela, on note que si, pour
n € N\ {0}, il existe un autre polyndéme noté S,, vérifiant la méme relation, alors pour tout
Ru(z)  Su(x)

(1 — z)nt! o (1— x)n+1’
déduit que le polynéme R,, — S, a une infinité de racines (tous les réels de U'intervalle | — 1,1[), ce

qui n’est possible que si R, — 5, =0, c’est-a-dire : R, = .5,,. D’ou 'unicité.

x € —1,1 on a

donc pour tout z €] — 1,1 : R,(z) = S,(z). On en

II — Un modele particulier d’urne de Pélya

Notons d’abord qu’il est assez clair que pour tout n € N, on a X,,(2) = [1,n + 1] (le cas ou
X, (w) = n+1 correspondrait & une expérience ot 1’on a tiré systématiquement une boule blanche).

L’évenement (X; = 1) est I’événement : « tirer une boule noire au premier tirage » tandis que
I'événement (X; = 2) est I’événement : « tirer une boule blanche au premier tirage ». Puisque
I'urne a initialement une boule blanche et une boule noire (donc deux boules au total), et qu’on
présume le tirage uniforme, on a donc :

Ensuite, d’apres la formule des probabilités totales, appliquée au systéme complet d’évenements
(X1 =1),(X1=2)):

Vk € {1, 2,3}, P(Xg = ]{7) = P(X1 = 1)P(X1:1)(X2 = k‘) + P(Xl = Q)P(Xlzg)(Xg = ]{?)

Or P(X1 =1) = P(X; = 2) = 5 d’apreés ce qui précede, et il y a X; boules blanches dans I'urne
apres le premier tirage, pour trois boules au total (et donc 3 — X boules noires). Cela nous permet

5
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de calculer les différentes probabilités conditionnelles : pour que (X3 = k) se réalise, il faut que
(X1 =k — 1) se réalise et qu’on tire une boule blanche au deuxiéme tirage, OU que (X; = k) se
réalise et qu’on tire une boule noire au deuxieme tirage. Nous avons donc :

P(Xy=1) = IPx_p(Xo=1)=4xE=1
P(Xo=2) = 3 (Pox=n(Xo=2)+ Px=n(X2=2)) = 3 (5 + 32) = &,
P(X2 = 3) = %P(XIZQ)(XQ = 3) = % X % = %

Le méme raisonnement que ci-dessus implique :
Vk € [1,4], P(Xs=k)=P(Xy=k—1)Px,=k—1)(Xo = k) + P(Xo =k — 1) Pix,—1)( X35 = k).

pour que (X3 = k) se réalise, il faut que (X3 = k — 1) se réalise et qu’on tire une boule blanche
au troisieme tirage, OU que (X = k) se réalise et qu’on tire une boule noire au troisieme tirage.
Or il y a X5 boules blanches dans 1'urne aprés deux tirages, pour quatre boules au total (et donc
4 — X5 boules noires). On en déduit :

P(X3:1> %P(XQZI)(X:a:l):%XT:i’
P(X5=2) = 3(P=n(X3=2)+ Px=n(X5=2)) =5 (; + 7)) = 1,
P(X3=3) = §(Pou=9(Xs=3)+Px=5(X3=3)) =35 (1 +7) =1
P(Xg :4) = %P(X1:3)(X5 —4) = é X % = i
En résumé :
Vk € {1,2}, P(Xi=k) = 3,
Vke{1,2,3}, P(Xo=k) = g3,
Vk € [1,4], P(X;=k) = 1,
Le calcul de leurs fonctions génératrices est alors immédiat :
2
a(t) = X PG=kt =5 (t+1),
3
vte[-11], ¢ oa(t) = ¥ P(Xa=k)t" =5 (t+1*+17),
k=1
4
gs(t) = X P(Xs=ktr=1({t+2+8+1¢"),
k=1

Q 8. Soient n et k deux entiers naturels non nuls. Pour obtenir la relation demandée, on reprend le
méme raisonnement que pour X et X3 : pour que (X,, = k) se réalise, il faut que (X,,—; =k —1)
se réalise et qu’on tire une boule blanche au n-iéme tirage, OU que (X,,_; = k) se réalise et qu’on
tire une boule noire au n-ieme tirage. Si (X,—; = j) se réalise avec j & {k — 1,k}, alors il est
impossible de réaliser I’événement (X,, = k).

Oril y a X,,_1 boules blanches et n+ 1 — X,,_; boules noires dans 'urne apres n — 1 tirages, pour
n+1 boules au total. On en déduit, en utilisant la formule des probabilités totales avec le systeme

6
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complet d’évenements ((X,,—; = j))je[[lvn]] :

P(X,=k)=P(Xy1=k—1)Px, =k-1)(Xpn = k) + P(Xpo1 = k)Px,_=i)(X;, = k)

k—1 n+1-—k
— PX, 1 =k—1)+ 1 ~—%
n+1 (Xns )+ n+1

P(Xp-1=k), (3)

d’otu le résultat.
Q9. Les variables aléatoires X,,, pour n € N, sont a support fini, donc les fonctions génératrices sont
des applications polynomiales, et sont en particulier définies sur R. Soient t € R et n € N\ {0}.

Pour tout k£ € N\ {0}, on multiplie la relation (3) par t*, et on somme la relation obtenue pour
k allant de 1 & +o00. On obtient alors :

I pacly S | Xn+1—k
P(X, = k)tF = PXp1=k—-DtF+Y —— ZP(X,_, = k)t*
e
1 = k 1 = k
— k—1)P(X,1=k—1DtF+ —— 1—Kk)P(X,_1 =kt
1 oo “+o00 +oc0
:n+1(ZkP(Xn_l:k)tk+1+(n+1)ZP(Xn_1:kz)tk—Zk;P(Xn_l:k)tk>
k=1
- tfkp k:tlirZP _1 = k)tF
_n—i—l Kn-1= = B

(nous pouvons bien scinder la somme en deux, puisqu’elles sont en vérité finies et il n'y a pas

de probleme de convergence). La seconde somme du membre de droite est g,_1(¢) par définition

d’une fonction génératrice (notons qu’on a P(X,_; = 0) = 0). La premiére somme est la dérivée
400

det— > P(X, 1 = k)t* = g,_1(t). On en déduit :

k=1

Pt

gult) = () + g ),

ce qu’il fallait démontrer.
Q10. Pour tout n € N\ {0}, soit P,, la proposition :

n+1

«VtER, g,(t) = Zt’“»

Nous allons démontrer qu’elle est vraie pour tout n € N\ {0} par récurrence sur n.

Sin =1 alors elle est vraie, d’apres le calcul de g; effectué dans la question Q 7. D’ou l'initiali-
sation.
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Soit n € N'\ {0} tel qu’on ait P,,. D’apres la question précédente :
t?—t
n+ 2

VieR, gp(t) = Gn(t) + gn(t).

Or, d’apres P,,, on a :
) mny

n+1 n+1

VieR, g,(t)= Ztk et donc : Vt € R, g, (t) = Zk;tk !

Cn+1
On en déduit :

1 tQ_tn—H n+1
VEER, gun(l) = — <n+22kt’“ Zt’“)

1 n+1 n+1 n+1
= (Z fthtt — Z k" + (n+2)> t’“)
k=1
n+2 n+1 ntl
( Z Kt + (n+2)) tk)
k=1
n+1 n+1
— <n+1t"+2 Zt’“ n+2)Ztk>
k=1

n+1
(n+ D)t""2 4+ (n +1) Ztk>

n+2
= n 1 .
n—|—1+n—|—2 + Z

1

On a donc bien :
n+2

VieR, gn tk,
, o Gnra(t n+2z

et pour tout n € N\ {0}, P,, implique bien P, ;.
Nous avons démontré 'initialisation et ’hérédité de la proposition P,,, donc elle est vraie pour
tout n € N'\ {0} par principe de récurrence. C’est-a-dire :

n+1

vn e N\ {0}, Vt € R, gn(t) = Zt’“

Q11. De l'expression de la fonction génératrice ci-dessus et de I'unicité de ses coefficients, on déduit :
1
n+1
On voit que pour tout n € N\ {0}, la variable aléatoire X,, suit une loi de probabilité uniforme
de parametre n + 1. Le calcul de I'espérance est alors un résultat de cours :
n+2
5

Vn e N\ {0}, Vk € [1,n+1], P(X,=k)=

Vne N\ {0}, E(X,)=
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Q12.

Q13.

Q 14.

III — Modele général d’urne équilibrée

Détaillons quelles sont les issues possibles de trois tirages. Il peut y avoir, a la fin de ces trois
tirages :

— une boule blanche et trois boules noires; pour cela, il n’y a qu'une seule possibilité : tirer
systématiquement 1'unique boule blanche de I'urne;

— deux boules blanches et deux boules noires; pour cela, on tire d’abord la boule blanche (il
n’y a pas le choix au premier tirage), de sorte qu’il y ait une boule de chaque couleur dans
I'urne apres le premier tirage, puis une noire et une blanche : il y a deux fagons d’ordonner
ces deux derniers tirages, et la derniere boule tirée peut aussi bien étre numérotée 0 ou 1;

— trois blanches blanches et une boule noire : pour cela, on tire d’abord la boule blanche (il
n’y a pas le choix au premier tirage), puis deux fois la boule noire.

Dans 'écriture de €23, ordonnons les évenements par ordre croissant du nombre de boules blanches
dans I'urne qui en résulte :

Q3 = {(B07 B07 BO)7
(BCH NOa BO)) (BOa NOv B1)7 (B()a BO) NO)a (307 Bl7 NO)a

(BO,NO,NO)}.

Notons que le cardinal de €23 est 6. On en déduit la loi de probabilité de X3, selon le nombre de
triplets donnant chaque configuration finale décrite ci-dessus :

1 4 2 1
P(Xs5=1)=—-, P(X3=2)==-=—-, P(X3=3)=-.
( 3 ) 6 ) ( 3 ) 6 3 ? ( 3 ) 6
Suite & ’énumération des éléments de €3 ci-dessus, il est clair que pour tout (u,v) € R? on a :
P(u,v) = uv® + 4u*u® + u3v (en facteur de chaque monéme u*v* apparait le nombre de triplets w
donnant b(w) = k et n(w) = £).

On a clairement :

0 = {(By) | j €[0,a0 = 1THILN;) | j € 10,00 — 1]},

donc card(2;) = ag + bo.

Soit n € N\ {0}. Un (n+1)-uplet de €, s’obtient a partir d'un n-uplet de 2,, (correspondant au
résultat des n premiers tirages), auquel on adjoint une (n + 1)-iéme coordonnée, qui correspond a
I'une des ag + by + sn boules présentes dans I'urne a ce stade de I'expérience (en effet, nous avons
ag + by boules au début de I'expérience, et apres chaque tirage nous ajoutons a+ b ou ¢+ d boules
dans l'urne, or a +b = c+d = s). On en déduit :

Vn € N\ {0}, card(Q,.1) = (ap + by + sn)card(2,,).

9
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Une récurrence immédiate permet alors d’en déduire :

n—1 n—1 b b

Vn e N\ {0}, card(,) = [J(ao+bo+sj) = [ s <a0+ 0 +j> oL <a0+ 0>’
j=0 j=0

d’ou le résultat.

. Il est supposé que le tirage de chaque boule dans I'urne est équiprobable. Sous cette supposition,

15. Il est é le ti de ch boule dans I’ équiprobable. S tt iti
puisque X,, compte le nombre de boules blanches dans I'urne apres n tirages, et que €2, est 'univers
de tous les tirages possibles, on a bien :

card ({w € Q,;b(w) = k})

Vne N\ {0}, Vke N, P(X,=k)= card (€0,

Q16. Soit n € N\ {0}. Posons N,, = ns+ag+bg. Notons qu’on a b(w)+n(w) = N, pour tout w € €, (on
rajoute s boules dans I'urne apres chaque tirage, donc apres n tirages il y en a N,, = ns + ag + by
au total, et elles sont soit blanches, soit noires), et donc en particulier : X (€,,) C [1, N,].

Pour tout (u,v) € R? on a :
P(u,v) = Y ub@)yNn=bw),

weNy

Dans cette somme regroupons, pour tout k € [0, NV, ], les termes correspondant a des w € €, tels
que b(w) = k; pour tout (u,v) € R? on obtient :

S50y e

k=0 we,
b(w)=k

—Zuka" k Z 1

wEN,
b(w)=k

= i uFoNFeard ({w € Q3 b(w) = k}) . (4)

k=0
En particulier, pour tout ¢t € R, prendre u =t et v = 1 donne :
S Q15 n
Po(t,1) = > card ({w € Qu;b(w) = k}) tF =" card (2,) Y P(X,, = k)t* = card () gu (1),
k=0
d’ou la premiere égalité demandée. On a alors classiquement :

1 0P,

E(X,) =g,(1) = card(S2,) Ou =(1,1).

10
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Q17. Par commodité, pour tout n € N\ {0} et tout k € N\ {0}, posons :
By ={w € Qu;b(w) =k} .

On reprend la notation N,, = ns + ag + by, pour le nombre de boules apres n tirages (du fait que
I'urne soit équilibrée, on a N, .1 = N, + s pour tout n € N).
Soit n € N. Pour tout k € [1, N,,41], on a :

Bui1x = {(W', B));w € Bug-a, j €[0,k—a—1]}
UL, N});w' € Buge, 5 € [0,Ny —k +c— 1]},

I'union étant disjointe. En effet, pour avoir k boules blanches apres n + 1 tirages, il faut soit avoir
k —a boules blanches dans 1'urne apres n tirages, et tirer une boule blanche au (n+ 1)-iéme tirage,
soit avoir k — ¢ boules blanches dans 'urne apres n tirages, et tirer une boule noire au (n+ 1)-iéme
tirage. Notons que s’il y a k — ¢ boules blanches dans 1'urne apres n tirages, alorsily a N, —k+c¢
boules noires a ce stade.

Le premier ensemble est clairement en bijection avec By, ;_, X [0,k — a — 1], donc de cardinal
(k — a)card(By, k—a). De méme, le second est de cardinal (N,, — k + ¢)card(B,, k—.). On en déduit :

Vk € [1,Noy1], card (Bnyix) = (k — a)card(B o) + (N, — k + ¢)card(B, k.-

Bien stir, card(By,x—a) = 0si k < a et card(B,, x—.) = 0si k < c.
D’aprés (4), pour tout (u,v) € R? on a donc :

Nn+1
Poyi(u,v) = Y card (Bpii) wFpNnr1—k
k=1
Np+s Nots
= Y (k—a)card (Bpp—q) u" 0" 7F 4 37 (N, — k + c)card (B p—c) u"v™F7F
k=a+1 W

Apres le changement d’indice de sommation k — k& — a dans la premieére somme, et k — k — ¢
dans la seconde, on a pour tout (u,v) € R*:

Nn+s—a Np+s—c
Po(u,v) = > k-card (B, ) u*tooNmtstime 4 (N, — k) - card (B, ) uktepNnts—k—e
k=1 k=1
Nn-l-s—a Nn s—c
— Z k - card (Bn,k> uk+aUNn+s—k—a + (Nn . kﬁ) . card (Bn,k) ukUNn+s—k—c
k=1 k=1

On rappelle que s =a+b=c+d. Donc s —a=bet s — c=d, et pour tout (u,v) € R?:
Np+b Np+d

Py (u,v) = u o’ Z k- card (Byg) u* o™ R 4 gty Z (N, — k) - card (By, ;) u*v" 1,
k=1 k=1

11
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Q 18.

Q19.

Dans ces deux sommes, les termes correspondant a des indices k£ > N,, sont nuls. On reconnait
Nn

donc les dérivées partielles par rapport a u et v de (u,v) — Y _ card (Byx) u"v"" %, D’apres (4),
k=1

il s’agit donc des dérivées partielles de (u,v) — P,(u,v). En conclusion :

0P, opP,
V(U, U) & RQ’ Pn+1(u, U) _ u“ﬂvb%(u, U) + ucvd-',-l%‘

Pour tout n € N'\ {0}, on pose N,, = ns + ag + by. Pour tout n € N\ {0} et tout k € [1,ns + 1],
on a:

card ({w € Q: b(w) = k1) < card(Q,) B* "L, (“0 :: bO) . (5)

Donc, pour tout n € N\ {0} et pour tout (u,v) €]0,2[* :

M (i<) ﬁLn CL0—|—b0 %ukan*k
n n! s k=1
< iLn ap + by \ M okoNa—k
n! S —
" b 25 n b
= iLn %+ % 2N"Nn = (TLS +ap + b0>2ao+bo< 5) L, ag + bg .
n! S nl .

Or, si on reprend l'étude de la question Q 2, le rayon de convergence de la série entiere

ag+ b\ (2°sx)" . , o 1 1
Z L, ( 0 0) ( ' ) est supérieur ou égal a o5 Multiplier par n (ou par des constantes
=0 s n! s

non nulles) ne change pas le rayon de convergence, donc le rayon de convergence de la série entiére

a b 2%sx)" 1
S L, < 0t 0) (ns+ag+bo) ( ) est aussi supérieur ou égal a oT Donc, par comparaison de
5s

|
n>0 S n.
n

- .5 - N €
séries entieres, pour tout (u,v) €]0,2[* la série entitre Y P, (u, v)— est de rayon de convergence
n!
n=0

. L1 1 1 ,
supérieur ou égal a oI Donc, pour tout p € ]0, 2}, la fonction :
5s 5s

+oo n
H: (z,u,v) — > P,(u, v)x—'
= n!

est bien définie sur D, =] — p, p[x]0, 2[%.

Une somme de série entiere est de classe C*° sur son intervalle ouvert de convergence, donc pour
tout (u,v) €]0,2[%, I'application x — H(x,u,v) est de classe C* sur | — p, p|, et sa dérivée s’obtient
en dérivant terme a terme cette somme de série entiere.

12
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Q 20.

Q21.

Fixons x €] — p, p| et v €]0, 2], et posons :

xn

Vn €N, Vu €]0,2, hn(u) = Pa(u,v)—.
n!
Montrons que la série de fonctions Z h,, vérifie les hypotheses du théoreme de dérivation terme
n=>0
a terme. On sait déja qu’elle converge simplement sur |0, 2[ d’apres la question Q 18.

Pour tout n € N, la fonction h,, est polynomiale donc de classe C! sur ]0,2[, et on a :

P n Ny, n
Vn €N, Yu €]0,2[, hl(u)= 88 (u,y)xf‘ = (Z card ({w € Q; b(w) = k}) kuklank> T
u n! =

n!’

ou encore une fois on a posé N,, = ns + ag + by.
On utilise encore une fois la majoration (5). On en déduit, apres simplifications :

Nn, n
VneN, Yuel0,2), |y(u) < Ly <a0+50> - (Z k,) (slz])
S

|
1 n:

b 28 n
:2“°+b°_2(ns+a0+bo)(ns+ao+bo+1)Ln <a0+ 0) ( S‘ZCD .

s n!

Donc, si I'on note || - || la norme infinie sur ]0, 2] :

(6)

b 23 n
vnenN, ||h'n||oo<2a0+lm—2<ns+ao+bo><ns+ao+bo+1>Ln(ao+ 0>( ol

n!

o ao+bo—2 ao + by | (2°s]z()" .
Or la série Z 20070 (ns+ag+bo)(ns+ag+bo+ 1)L, ' converge par le méme
n=>0 S n!
argument que dans la question Q 18, donc d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes
positifs la série Y h!, converge normalement, donc uniformément sur ]0, 2[.
n=0
Les hypotheses du théoréme de dérivation terme a terme sont donc vérifiées. On en déduit que

I'application u Z ho(u) = H(z,u,v) est de classe C' sur ]0,2[, et que sa dérivée se calcule

en dérivant cette somme terme a terme : ainsi H admet bien une dérivée partielle d’ordre 1 par

rapport a u sur D,, d’oul le résultat.

x
Soit (u,v) €]0,2[%. Alors H(0,u,v) est le terme constant de la série entiere » _ P,(u, v)—, c'est-a-
n!
n=0
dire : H(0,u,v) = Py(u,v) = u™v®. Ensuite, d’apres les deux questions précédentes, les dérivées
partielles de H se calculent en dérivant terme a terme la somme de cette série, et on a donc :

OH +o0 n—1 +o00 n
V($’ b /U) < Dp, %(:K’ , U) - nz::l Pn(u’ U)nxnl = nz::opn-l-l(uv U)%?

13
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tandis que pour tout (z,u,v) € D,ona:

OH OH = or, 0P, "
ua—i—lvb%(x?u,v) + ucvd+1%(%u’v) _ nz::O <ua+lvb = (u, v) + ottt = (u,v)) %7

ce qu’on simplifie avec la relation (III.1) de la question Q 17 pour obtenir :

0H OH = " OH
V(z,u,v) € D, u““vb%(x,u,v) + uCottt =—— 9 (x,u,v) nz:OPnH U v)x' %(:c,u,v),

d’ou le résultat.

IV — Modeéle général d’une urne de Pdlya

Q 22. Posons p = 2(1(1 > 0. Alors, pour tout (z,u,v) € D,, on a bien (z,u,v) € R x R} x R%, e
aru® < axr2® <1 car x < p, et de méme axv® < 1. Ainsi D, C U.

Avec les notations de la premiere partie, on a :
V(z,u,v) €U, G(x,u,v)=uv" fo (azu®) fr, (azv®).

Or, d’apres la question Q 2, pour tout (z,u,v) € D, on a |azu®| < 1 et |azv?| < 1 et on peut
donc écrire :

n!’

For ) oy ) = Sy () 5 Sy, (%)

n=0
Nous avons la un produit de Cauchy de deux séries entieres, de rayon de convergence supérieur ou

1
égal a p = — (vérification facile, partant de ce que nous avons démontré dans la question Q 2).

D’apres la question Q 3, ot nous rappelons 1’énoncé du théoreme de Cauchy qui s’y rapporte, on
en déduit que le produit de Cauchy de ces deux séries entieres est aussi de rayon de convergence
supérieur ou égal a p, et pour tout (z,u,v) € D, on a :

Ser ()5 (8- )

n=0 n=0

Par conséquent, si I’on pose :
b
vneN, Y(u,v) €R? Qn(u,v)=u"v™a" Z ( > ( )Lnk <O> upn=k)
a

14
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Q23.

Q24.

alors les égalités ci-dessus impliquent :
+oo "
V(z,u,v) € D,, G(z,u,v)= Z Qn(u,v)g,
n=0 .

d’ou le résultat.

L’énoncé comporte une coquille : on veut sans doute parler de « dérivation terme a terme par
rapport a x de l'expression de G » (et non H).

La justification de cette question est la méme que dans la question Q19 : une somme de série
entiere est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence, donc pour tout (u,v) €]0,2[?,
lapplication x — G(x,u,v) est de classe C® sur | — p, p[, et sa dérivée s’obtient en dérivant terme
a terme cette somme de série entiere.

Méme coquille que dans la question précédente : il doit s’agir de « 'expression de G » (et non H).

On reprend la démonstration faite dans la question Q 20 : il faut seulement remplacer la majora-

P,
tion de aan(u, v)| par celle de a((?n (u,v)|. On a cette fois, pour tout (z,u,v) € D, :
u U
8 n n - n a b a ap— a(n—
’ aQu (U,U) <a kgo(ak’ + CL[)) </{,‘> Ly <a0> L, (5) yktao—1,a(n—k)+bo
< a*(n+ 1)(an + ag)2 oot §~ <n> Ly <a0> Lok <b°> ’
=0 \F a a

et d’apres la question Q4, on a :

S () () e () = (7).

donce finalement :

0Q, x"
V(z,u,v) € D,, ‘au(u7 v)ﬁ

b (2¢alz])”
< 2a0+b0_1(n+1)(an+a0)Ln <a0+ 0) ( a‘x’) ]

a n!

C’est presque la méme majoration que dans la question Q20 : voir la relation (6). Ainsi, en

reprenant le méme raisonnement, mutatis mutandis, on en déduit, pour tout x €] — p, p|[ et tout
n

n x
v €]0,2[, la convergence uniforme sur ]0,2[ de la série de fonctions » (-,v)—|, les autres
n!

Ju
n=0
hypotheses du théoreme de dérivation terme a terme étant facilement vérifiées. Par conséquent,
+o0o n
x
pour tout (z,v) €] — p, p[x]0, 2 I'application u — Y Qn(u, v)— = G(x,u,v) est de classe C! sur
o n!

10,2[, et sa dérivée se calcule en dérivant cette somme terme a terme : ainsi G admet bien une
dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a u sur D,, d’ou le résultat.

15
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Q 25. On sait que 'application G vérifie I’équation différentielle (IV.1) sur U, donc sur D, en particulier :

oG oG oG
Y(z,u,v) € D,, ut=——(z,u,v)+ 0" =—(z,u,v) = —(z,u,v).
On exprime les dérivées partielles de GG sous forme de sommes grace aux deux questions précé-

dentes, qui assurent qu’on peut les calculer en dérivant terme a terme. On obtient alors, pour tout

(',”E7 U’y U) - Dp .
= a aQn a 8Qn x" +o0o x”‘l +o0 o
nz:% (u +1%(u, v) + v HW(U’ v)) o T;Qn(u,v)n = > QnH(U?U)H.

Nous sommes en présence de deux sommes de séries entieres qui coincident sur un voisinage de 0.
On peut donc identifier les coefficients :

a+1 aQn Ua—f—l %

Vn €N, Y(u,v) €)0,2%  Qnii(u,v) =u 5 (u,v) + 5 (u,v).

Nous avons vu dans la question Q 17 que la suite (P,),en Vérifie la méme relation. Nous allons
utiliser ce fait pour démontrer par récurrence que : Vn € N, V(u,v) €]0,2[%, B,(u,v) = Q,(u,v)
(I’énoncé demande de montrer que P, = @, mais un éléve de PSI est-il censé savoir ce qu’est
formellement un polyndéme en plusieurs indéterminées ? ou s’agit-il de montrer que les applications
polynomiales sont égales sur R?? En tout cas, nous nous débrouillerons ici avec cette égalité
entre applications polynomiales sur |0, 2[?).

Pour n = 0 : pour tout (u,v) €]0,2[*> on a Py(u,v) = u®v® par définition de Py, et comme

x
Qo(u,v) est le coefficient constant de la série entiere »  Q,(u, U)—' (dont la somme égale
n!
n=0

G(x,u,v)), on a Qo(u,v) = G(0,u,v) = uv®. On a donc bien, pour tout (u,v) €]0,2[2, I'égalité
Py(u,v) = Qo(u,v), d’ou la proposition pour n = 0.

A présent, soit n € N, et supposons : ¥(u,v) €]0,2[%, P,(u,v) = Qn(u,v). Alors leurs dérivées

partielles sont aussi égales sur |0, 2[%, et d’apres la relation de récurrence (II1.1) vérifiée par (P, )nen

et (Qn)nen On a :

““aa%l(u, v) + va“aé%”(u, v)

a+1% a+1%
ou ov

d’ou I'égalité au rang n + 1. Par récurrence, on a donc bien :

V(u, U) 6]07 2[2’ QnJrl (u> U) =u

=u (u,v) +v (u,v) = Pyy1(u,v),

vn €N, VY(u,v) €)0,2%, P.(u,v) = Qn(u,v).

16
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Q 26.

On en déduit, pour tout (z,u,v) € D, :

Tl

G(z,u,v) ZQnuv ZP u,v)— = H(z,u,v),

donc G et H coincident sur D,.

D’apres la question précédente, pour tout n € N et tout (u,v) €]0,2[% on a: P,(u,v) = Q,(u,v).
On en déduit que si n € N, alors le polynéme P,(1, X) — Q,(1, X) admet une infinité de racines
(tous les réels de 'intervalle |0,2[), donc est le polynéme nul. C’est-a-dire : tous ses coefficients
sont nuls. Or pour tout n € N on a :

ap+na

Po(1,X) = Qn(1,X) = Y card ({w € Q;b(w) = k}) X otootbok

k=0
" (n ao bo _
. () 1 -0 Ln, “0 Xa(n k)+b0'
o2 (1) () 2o (3)

Au vu de la modélisation de I'expérience dans cette partie, il est clair que :
b(Q2) = {ap+ La | £ € [0,n]}.

En écrivant chaque entier k de la premiére somme sous la forme : k = ag+ fa, ou £ € [0,n] (et en
posant ¢ = k dans la deuxiéme somme pour faciliter I'identification), on obtient pour tout n € N :

Py(1,X) = Qn(1,X) = ancard ({w € Qu;b(w) = ag + La}) XPHatbo

=0
" (n Qo bo
_.n L, (=2 Ln Xa(n £)+b0
S0 )

La nullité de chaque coefficient implique donc :

VneN, V0 € [0,n], card({w € Q,;b(w) =ao+ la})=a" (Z) Ly (if) Ly (?)
D’apres les questions Q 14 et Q 15 on a donc, pour tout n € N et tout £ € [0,n] :

P(X, = ag + la) = @ () Le (%) Luoe () _ (D) Le (%) Eoe (B) (72) Le (%) Lot (%)

card(2,) arL, (@)

d’ou le résultat.
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Mathématiques I PSI
Q 27. L’expérience modélisée dans la partie II correspond a une urne de Pdlya avec ag = by = 1,
a=d=1etb=c=0. Dapres la question précédente, on a dans ce cas particulier
Li(1) Ly (1) n! Eln—Fk)! 1
S (n=K)%E (n+1! o+ 1

Ln(2) (n

VneN, Vk € [0,n], P(X,=1+k)= (k)
k) = ——. C’est bien ce que 'on avait trouvé. La

c’est-a-dire : Vn € N, Vk € [1,n + 1], P(

fonction génératrice est en effet
n+1
=3 P(X, =
2 P Cnt1

n+1

2

VieR, gu(t)

conformément au résultat de la question Q 10

Q 28. D’apres la question Q 16 :

1 0P,
vn e N\ {0}, FEX,) =—— 1,1
nENV(O0), E(X,) = s SR,
Pour calculer —— 5 “(1,1), notons que d’apreés la question Q 20, on a pour tout (z,u) €]—p, p[x]0, 2] :
=op, " OH oG
n;()%(u, 1)% = %(x,u, 1) s au( u, 1) = apu™ (1 — azu®) "« (1 — a:z:)_%o.
Posons u = 1. Alors, d’apres 1’égalité ci-dessus et les résultats de la premiere partie
X 0P, ap +b "
Vo €] — p, pl, nZ:O 5 " (1, 1) aofa0+b0+1 ax) = ag Z L, ( otbo 1) =,

et donc, par unicité des coefficients

P, b
Vn e N, aa”(l,l):agl;n<a()+ 0+1>.
u

De plus : card(£2,) = a"L, (‘loaﬂ) On conclut
I (23 +3)

aojl;[; (2atbo 41+ 5) ol
n—; (m+]>7

aoL, (% + 1) B
T (9 45) o
I

VneN, EX,) = L, (m)
=0

a @ +n  a (1 na )
on ao+bo T oon :
p a ag + bg

VneN, EX,) = pm

¢’est-a-dire :
Je n’ai pas utilisé I'indication de I’énoncé, puisqu’il se réfere a la question Q 19. Je ne sais pas ce

qui était attendu de la part du concepteur du sujet
18
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V — Urne de Friedman et montées de permutations

V. A -

Q29.

Q 30.

Q 31.

Soient n € N et u et v des réels tels que 0 < u < v. Alors * €] — 1, 1], et d’apres la question Q6 :

v

gp"(v —u)"*! (u)p = (v—u)""" x (1R_n §§2+1 =v""R, (3) ,

ou R, est un polynéme a coefficients réels de degré au plus n, qu’on peut donc écrire sous la
n

forme : R, = > M X", ott (Ao, ..., \,) € R*™L Alors :
k=0

p(v— v k e
Z n+1< ) Z}\ n+1 <U> Z/\ Ukl}n 1-k
k=0

Toutes les puissances de v sont des entiers naturels dans cette somme, il s’agit donc bien d'une
application polynomiale en u et v : d’ou le résultat.

Pour tout t €] —1,1[, on a :

+o00 +o00 400
Z pntp(l . t)n—i—l _ tn—i—l Z pntp—(n-‘rl)(l . t)n+1 _ tn+1(1 . t)n+1 Z(p + (n + 1))ntp

p=n+1 p=n+1 p=0
+oo
Pour tout ¢ €] —1,1[, on a |1 —¢[**! < 2" et I'application t — » _(p+ (n+1))"t” est une somme
p=0

de série entiere de rayon de convergence 1 (on le montre aisément avec la regle de D’Alembert) ;
elle est donc continue sur | — 1, 1[, et en particulier sur le segment [ > 2} D’apres le théoreme des
bornes atteintes, elle est donc bornée sur ce segment, disons par une constante M. On en déduit,

pour toutte[ z é

+o0
Z pntp(l _ t)nJrl

p=n+1

400
donc: > p't*(1—-t)""'= O (t”“).

p:n+1 t—0+
Onat"tl= o . (t™). Donc pour tout ¢ €]0, 1] on a, d’apres la question précédente et I'expression
t—0
de g, :
1 &,
. (1 — ¢t n+1 ntp n+1 ntp n+1 + o Y
n!;p (1-1) pZn:Hp Zp Lo, (&)
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Q32.

Or, d’apres la formule du binoéme de Newton :

vt €)o, 1], (1—t)"H = nz (” ; 1) (=),

k=0
donc : "
n n 1
vt €]0,1[, ga(t ZZp <n+ ) (—DFP o0 (1.
k 0 p=1 t—0+

On regroupe, dans cette somme, les termes selon la valeur de p + k (comme dans la définition
d’un produit de polynémes, ou dans un produit de Cauchy). Notons que pour tout m € N, on a
p+ k = m si et seulement si p = m — k. Des que p+ k£ > n, on ne s’embarrasse pas du terme en
tP*% en disant qu'il est négligeable devant t" au voisinage de 0. On obtient alors :

i (kfj (” ! 1) (m — k;)”) "o (7). (7)

Il s’agit du développement limité de g,, a l'ordre n en 0.

On rappelle qu’on a aussi, par définition d’'une série génératrice :

vt €)0,1],  galt ZP

En vérité il s’agit d’une somme finie parce que X, est a support fini (autrement dit g, est polyno-
miale ; ce qu’on peut d’ailleurs déduire de la question Q 29 avec u = t et v = 1). De I’écriture de g,
comme application polynomiale, oll 'on factorise par t"*1 tous ses monémes de degré strictement
supérieur a n, on déduit aisément :

vt €]0,1], g.(t) =D P(X,=m)t"+ o (t").

t—0t

En comparant cette expression a (7) on a, par unicité de la partie réguliere d'un développement
limité :

Vm € [1,n], P(X,=m)= Tb i(_l)k <n ;r 1) (. — k)",

ce qu’il fallait démontrer.

V.B -

Q 33.

Notons m le nombre de montées de la suite (uo,...,u;) (« I'ancienne suite »). Le nombre de
descentes de cette suite est k — m.
En insérant a entre u; et u; 1, du fait que u; < a et a > u;41 par hypothese, nous ajoutons une
montée et une descente a la « nouvelle suite » (ug, ..., u;, a, Uit1, ..., u;). Cette montée et cette
descente se substituent soit a une montée, soit a une descente, de I’ancienne suite, selon la position
relative de u; par rapport a u; 1 :
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Q34.

Q 35.

Q 36.

— si u; < w41, alors elles remplacent une montée ;
— si u; > w41, alors elles remplacent une descente.
Donc :

— si u; < uiy1, alors le nombre de montées de (ug, . .., u;, G, Uitq, ..., ux) est m+1—1=m, et
son nombre de descentes est &k —m + 1;

— si u; > uiq1, alors le nombre de montées de (ug, ..., u;,a, Ui, ..., u;) est m + 1, et son
nombre de descentes est k —m+1—1=%k—m.

Autrement dit : si 'on insere a au milieu d’une montée, alors on incrémente le nombre de descentes
d’une unité; si 'on inseére a au milieu d’une descente, alors on incrémente le nombre de montées
d’une unité.

Les permutations de [1, 3] sont :
(1,2,3), (1,3,2), (3,2,1),(2,1,3), (3,1,2), (2,3,1).

On observe alors directement que les permutations avec m montées sont :
—sim=0:(3,2,1);
—sim=1:(1,3,2), (2,1,3), (3,1,2) et (2,3,1);
—sim=2:(1,2,3);
— sim >3 :iln’y en a pas.
Par conséquent :
Azg=1

U ™7 &

A1 =4, Azpa=1 VYm=3, A3, =0
+oo

On remarque que Y Az, X" = Py(X,1).
m=0

L’entier A,, o compte le nombre de permutations de [1, n] strictement décroissantes. Une récurrence
sur k € [1,n] permet de démontrer qu'une telle permutation est 'application k — n+1—k; en
particulier, il n’y en a qu’une seule, donc : A4, o = 1.

De méme, A, ,—1 compte le nombre de permutations de [1,n] strictement croissantes, et la seule
permutation a convenir est 'identité. Donc : A,,,,_1 = 1.

Enfin, par définition d’une montée, une permutation de [1,n] a nécessairement un nombre de
montées strictement inférieur a n, donc A,,,,, = 0 si m > n.

En conclusion :
An,O =1, An,nfl =1, Ym > n, An,m = 0.

L’algorithme produit successivement les suites :

(0,1,0) 2% (0,2,1,0) 2% (0,2,1,3,0) 2 (0,2,4,1,3,0) 2 (0,2,4,1,5,3,0),
donec : U((BQ,BO,Nl,No,BQ>) = (2,4, 1,5,3)
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Q 37. Posons w = (By, Ny, B, Ny, B2, Bs, By), et calculons o(w) grace a I'algorithme :

Q 38.

Q 39.

No B No

Suite | (0,1,0) 2% (0,1,2,0) 2% (0,1,3,2,0) Mo, 0,1, 3,4,2,0)
Urne | {Bo, No} {By, B1, No} {By, B1, Ny, N1} {By, B1, B2, No, N1 }
Bo Bo Bg
B2 (0,1,3,5,4,2,0) B2 (0,1,3,6,5,4,2,0) Do, (0,7,1,3,6,5,4,2,0)
{By, By, B2, No, N1, N2} {By, B1, B2, Ng, N1, N2, N3} {By, B, B2, Ng, N1, No, N3, Ny}

donc : o(w) = (7,1, 3,6,5,4,2) comme voulu.

Tout d’abord, vu que chaque boule tirée ajoute a I'urne une boule de sa couleur opposée, et
que 'urne ne contient initialement qu’une boule blanche, on en déduit que pour tout w € €,
b(w) égale le nombre de boules noires tirées plus un (parce qu'une boule blanche est initialement
présente), tandis que n(w) égale le nombre de boules blanches tirées.

Ensuite, si I'on suit I’algorithme et le résultat de la question Q 33 :

— & chaque boule blanche tirée, on insére un entier (supérieur aux autres de la suite) au milieu
d’une montée, donc incrémente d’une unité le nombre de descentes ;

— inversement, a chaque boule noire tirée, on incrémente d’une unité le nombre de montées ;

sachant que la suite initiale (0,1,0) (qui ne tient pas compte du premier tirage : nécessairement
une boule blanche) contient une montée et une descente. On en déduit que pour tout w € €, le
nombre de montées de (0,0(w),0) est 1+ (b(w) — 1) = b(w) (le 1 correspond a 'unique montée de
(0,1,0)), et son nombre de descentes est 1+ n(w) —1 = n(w) (le 1 correspond a 'unique descente
de (0,1,0), et le —1 au fait qu’on ne tient pas compte de la premiere boule blanche tirée dans
I'algorithme).

Pour passer de (0,0(w),0) a o(w), on enléeve une montée et une descente. On en déduit que pour
tout w € €2, la permutation o(w) admet b(w) — 1 montées et n(w) — 1 descentes.

Soient n € N\ {0,1} et m € [0,m — 1]. Grace a la bijection admise dans I’énoncé, on a :

m1 n
card(A, ) = card((X,, = m + 1)) = card(Q2, ) P(X,, =m + 1) = z_: (—1)’“( ;: 1) (m+1—k)".
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