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I. Préliminaires

ILA.1) Siz = (2x)ken est p-périodique, {zx, k € N} se réduit a I’ensemble fini (donc borné) {zx, 0 < k < p}.

1.A.2) Les suites 1-périodiques sont les suites constantes.

)
)
I.A.3) Si z = (zk)ken est p-périodique, et pour n € N, I'égalité z, 1, = 2, résulte d’une récurrence évidente sur k.
I.A.4) Soit z = (2zi)ken, convergente vers ¢ et p-périodique. Soit n € N, quelconque.

D’apres (I.A.3), la suite k — 2,41, est constante en z,.

Elle est aussi extraite de z donc convergente vers . On en déduit z,, = ¢, pour tout n.

Ainsi la suite z est constante (et la réciproque est évidente).

IBl) Soit A = (ai7j)1§i7j§n et B = (bi,j)lgi,jgn dans Mn((C) Soit C = AB = (Ci,j)lgi,jgrp

n
E a; kb

k=1

n

n
< laikl 1brgl < 1Al Y lbrl < nllAll[IBllp-
k=1 k=1

Alors |¢; | =

Comme c’est vrai pour tous 4, j dans [1,n], on en déduit : [|AB||, < n| A, Bll,-

I.B.2) Soit A = (a;;)1<i,j<n dans M, (C) et Y = (y;)1<j<n dans C". Soit Z = AY = (2;)1<i<n-

n n n
D oaigys| <Y laigllysl < 1Al Y Lyl < nllAll 1Y llo-
i=1 i=1

Jj=1

Alors |z;| =

Comme c’est vrai pour tout ¢ € [1,n], on en déduit : [|AY||, < n||Al,[|Y]l,-

II. Exemples de suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients périodiques

IL.A.1) Soit A = a® — 4 le discriminant de I’équation caractéristique C : % + ar + 1 = 0.
- Si A #0, c’est-a-dire si a ¢ {—2,2}, notons 1, ry les racines complexes distinctes de C.
Dans ces conditions, Sol(IL1) = {z — 2z, = arf + pr}, (a, ) € C?}.
— Si A =0, c’est-a-dire si a € {—2,2}, alors C possede la racine double 7y = ry = —g.
Dans ces conditions, Sol(IL1) = {z + zj, = (ak + B)rf, (o, B) € C?}.
Dans tous les cas, on a bien str ry +7r, = —a et riro = 1.

2 < la <lrif+ |rof

et on peut par exemple choisir 0 < |ry| < 1 < |ra|.
ralfra| =1

I1.A.2) On suppose |a| > 2. Ainsi {

Soit z: k + ar¥ 4+ Brk une solution p-périodique de (IL.1).

— Pour tout k € N, on a : 24, = 2 cest-a-dire arf ™ + Brit? = ark + gr.

P _ ks rk
11 en résulte 047"117 “ par unicité de I’écriture dans la base T}C de Sol(IL.1)
pry=p k75

Du fait que 77 # 1 et 75 # 1, il vient « = 8 = 0, donc z est la suite nulle.

— Autre rédaction : nécessairement 3 = 0 sans quoi la suite z: k +— 25, ~ 3z5 ne serait pas bornée (cf I.A.1).

Alors hr—? zi, =0 (car |r1| < 1) donc z est constante en 0 (cf I.A.2) c’est-a-dire z est la suite nulle.
n—-+0o0

I1.A.3) Sia= -2, alors Sol(I.1) = {z + 2z = ak + 3, (o, 3) € C?} est Pensemble de suites arithmétiques.

Il y a en particulier toutes les suites constantes, et les suites non bornées k — ak quand « € C*.
II.LA4) Sia=2,alors Sol(I.1) = {z + 2z = (ak + B)(=1)*, (o, B) € C2}.
On y trouve les suites 2-périodiques k — B3(—1)* (8 € C) et les suites non bornées k — ak(—1)* (a € C*).
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I1.A.5) On choisit a = 2cos —.Ona—2<a<?2 (et méme —1 < a < 2 car p > 3).
b

On a alors 72 +ar + 1 = (7“ — eQi”/”) (7“ — 6_2”/”) donc on peut choisir 71 = e*™/P et ry = e=27/P,
Dans ce cas, Sol(IL.1) = {z > 2, = ae?kT/P 4 Be=2ikT/p (o, B) € (C2}.

Avec ce choix de a, toutes les solutions de (I1.1) sont p-périodiques.

I1.B.1) Clairement, Sol(II.2) est un C-espace vectoriel, et ¥ est linéaire de Sol(I.2) dans C2.

Par ailleurs, compte-tenu de la relation (I1.2) ol les by sont non nuls, une suite z = (z;)ren de Sol(I1.2) est définie
de manieére unique par la donnée de zg et z1 (récurrence immédiate de pas deux sur Uentier k).

Ainsi U est bijective : ¢’est un isomorphisme de Sol(IL.2) sur C2.
I1.B.2) Soit y = (yr)ken et z = (2k)ken deux éléments de Sol(I1.2). Soit W: k — Wi, = bi(Ykzk+1 — 2kYk+1)-

Pour tout k£ € N, et en utilisant (I1.2) pour remplacer zx12 et ygio :

W1 = k1 (Yrt12k42 — Zk+1Yks2)
= Y1 (— 412041 — bi2k) — 21 (— Qs 1Yrs1 — Duyr)

= b (Yp2zk+1 — 2kYk+1) = Wi (ce qui prouve que la suite W est constante)

I1.B.3 On sait que ¥ est un isomorphisme de Sol(I1.2) sur C2. On en déduit les équivalences :

Les suites y = (yx)ken €t 2 = (2x)ren forment une base de Sol(11.2)

& Uy = (zo) et ¥(z) = <20> forment une base de C2
1 1

Yo o
Y1 21

< =yoz1 — 201 #0 & Wy =0bo(yoz1 —20y1) #0 (car by # 0)

II.C) On a les équivalences suivantes :

La suite (zx)o<k<n est élément de Sol(I1.2)

1
< VEEN, 2540 = bi(_bkzk — Qk412k41)
k+1

0 b
& VkeN, Zk+1 _ 1 k+1 2k
242 be+1 \=br  —aps1) \zZrt1

1 0 b
& VkeN, Zyy1 = ApZy, avec Ay = ( . ) (qui est dans Ms(R) en fait)

be+1 \—br  —apq1

b
II.D.1) D’apres ce qui précede, on a det Ay = b—k pour tout k.
k+1

p—1
On en déduit (par téléscopage, puis sachant que b, = bg) : det Q = H det(Ay) =
k=0

I1.D.2) L’égalité Z, = QkZo est évidente si k = 0.

On la suppose donc vraie pour un certain rang k& > 0. Dans ces conditions :

Zk+)p = Zrptp = Akptp-1Zkptp—1 = Akptp-1Akptp—2Zkptp—2 = -

= Agptp—1Akptp—2 - Akp Zip

Mais la suite k +— Ay, est p-périodique, donc Appip—1Arprp—2- - Akp = Ap_14p_2--- Ay = Q.
Ainsi Zg1yp = Q Zip = QQ¥Zy = Q¥ Zy, ce qui acheve la récurrence.
De méme, pour tout k € Net r € [1,p—1] :

Ziptr = Akptr—1Zkptr—1 = Akptr—1Akprr—2Zkpgr—2 = -+~

= Akprr1Akpir—2 Arp Zip = Ar 1 Ar g Ao Zpp = Ar 1 A2+ A0 Q¥ 2y




ILE.1) — Soit z = (zx)kxen non nulle dans Sol(I1.2), et Z = (Zx)ren la suite associée dans C2. On a Zy = ¥(z) # 0.
On suppose que z est p-périodique. Alors Z est p-périodique, donc Z, = Zj.
Mais Z, = QZy d’apres I1.D.2). Ainsi QZy = Zp, donc Zj est vecteur propre de () pour la valeur propre 1.

— Réciproquement, on suppose que 1 € Sp(Q), et soit U € C? un vecteur propre associé.

Soit z = (#x)ken 'antécédent (non nul, donc) de U par .
Comme précédemment, soit Z = (Z;)ren la suite associée dans C2. On a Zy = <zo> =U#0.
1

On a QZy = Zy donc Q% Zy = Zy pour tout k. Soit m = kp + r dans N, avec r € [0,p — 1].
D’apres I1.D.2, on a : Zp, = Zgpyr = Ar_1A,_2--- AgZp (en convenant que A, _1A,_o---Ag =1y sir=0).

Ainsi Z,, = (sz ), donc z,,, ne dépendent que du reste r dans la division de m par p.
m—+1

Autrement dit, la suite z, élément non nul de Sol(IL.2), est p-périodique.
ILE.2) — On a det(Q) = 1. Le polynome caractéristique de @ s’écrit donc det(XIr — Q) = X2 — tr(Q)X + 1.
Dans ces conditions : 1 € Sp(Q) < det(l — Q) =0 < tr(Q) = 2.

Conclusion : (I.2) posseéde une solution non nulle p-périodique si et seulement si tr(Q) = 2.

~ Dans ce cas xo(X) = (X —1)? : il existe P € GL2(C) et a € C tels que Q = PTP~", avec T = <(1) ?>

Si =0, alors Q= Iy et V(k,r) € N?, Zyip = Ar_1A,_2--- AgZy (notations usuelles) dépend de 7 seul.

Ainsi toutes les suites Z, donc toutes les suites z = (zx)ken solutions de (I1.2), sont p-périodiques.
— Sia#0, soit z = (2x)ken 'élément de Sol(I1.2) tel que Zy = (j)) =P (?) (2t¥me colonne de P).
1
On trouve facilement TF = ((1) kf) donc Zjy, = Q*Zy = PT*P~'P ((1)> =P (é kloz) (?) =P (k'104>

Ainsi k — (kloz)’ donc k + Zy,, donc k — Zi, donc k > 25, sont des suites non bornées.

IL.LE.3) La matrice @ étant dans My (R), Uhypotheése [tr(Q)| < 2 s’écrit tr(Q) €] —2,2].
Posons tr(Q) = 2 cos(f), avec 0 < 6 < 7.
Les valeurs propres de @ sont les racines r = ¢ et s = e~ de xo(X) = X2 —2cos(0)X + 1.

el@

Dans ces conditions () est semblable & D = ( 0

0 et 0
e_w) donc QF est semblable & DF = ( 0 e_ik(’)'
La suite k — QF est donc bornée.
Reprenons les résultats de I1.D.2, notamment Zyp ., = A,_14,_2---AgQ¥Zy (k €N, r € [0,p — 1]).
Les || Zkpr|lo peuvent étre bornés indépendamment de k et = (il n’y a qu'un nombre fini de valeurs de r).

Il en résulte que les solutions de (II.3), donc celles de (I1.2), sont bornées.

ITI. Généralisation

ITI.A) — Les matrices Ay sont dans GL,(C). 1l est donc de méme des @y, (récurrence évidente sur k € N).
— Supposons Yy = &Yy pour tout k. Alors : Vk € N, Yii1 = ®py1Yy = Ap®rYy = ArYy.
— Réciproquement, supposons Y1 = ArY) pour tout k.

On a bien sur YO = q)()YO. Et si Yk = (I)kYO, alors Yk+1 = AkYk = Ak(I)kYO = q)k+1YO~
Attention : les matrices Ax ne sont pas supposées commuter. o1
On peut donc écrire ®, = Ax_1Ag_o--- Ap, mais la notation & = H Aj est a proscrire car ambigué.

j=0




IILB.1)

I11.B.2)

L’égalité @y, = ®1, P, étant évidente si k = 0, on suppose k > 1.

La suite (Ag)ren est p-périodique, c’est-a-dire A;4, = A; pour tout entier j.
op Dy

Ainsi (I)k-‘rp = Ap-‘rk:—lAp-i-k'—Z s Ap Ap_lAp_Q v Ag = Ap_1Ak_2--- Ag (I)p = (I)k.(I)p.

(a) Soit U € C™ un vecteur propre de ®, pour la valeur propre p.
On consideére la solution (non nulle) de (I11.1) définie Vk € N, Y, = ®,U (donc Yy = U).
Pour tout entier k, on a alors : Y1), = &4, U = ®,0,U = ®;,pU = pY.

(b) Soit k € N, et soit k = ¢p + r sa division euclidienne par n.

Par récurrence sur ¢, on trouve : Yy = Y, 44, = p?Y,., donc ||Yi|| = |p|?||Yr|l o i 0.
—+o00

Cela étant vrai pour chaque r € [0,p — 1], il en résulte R hm 1Yl o

I1L.C)

Les égalités @5, = P, B* équivalent & P, = ®,B~*, ce qui assure 1'unicité de la famille (Py)ren.
Réciproquement, les P, = ®,B~* sont inversibles et (sachant que @p4p = PP, et ,B P =1,):
VkeN, Poyp=®p,B~ k=p — =&,0,B7PB~ k= ®,B~% = P, : la suite k — P} est donc p-périodique.

I11.D.1)

111.D.2)

La suite k — || Py||, est p-périodique donc ne prend que p valeurs au plus, ce qui justifie la définition de M.

Pour tout k € N, et en utilisant (I.B.1) on a : [|®4|, = ||PeB"|l, < nl Pellol|1B*|l, < nM|B*|,
(a) Pour tout k, on a Yy = &Y, donc (en utilisant (I1.B.2) et (II1.D.1)) :
¥illoo < nll®xllg 1Yol < nMIBE[lg Yol (%)
Il en résulte que si lim ||B¥||, =0, alors lim | Y|, = 0.
k—+4o00 k—+o0

(b) Le résultat (x) dit a Pévidence que si k — || B¥||, est bornée, alors k — ||Yy || est bornée.

IILE.1)

IILE.2)

IILE.3)

Si R(0) =0, c’est-a-dire si X | R(X), alors X? | R(X?) donc R(XP?) n’est pas scindé simple (rappel p > 2).
Supposons R(0) # 0. Soient Ay, --- , Ag les racines complexes (non nulles et distinctes deux & deux) de R(X).
Les racines de R(XP) (qui est degré p x d) sont alors les p X d racines p-iemes des différents \;.

Mais elles sont distinctes deux a deux (les racines p-iemes d'un méme \; sont distinctes car A; # 0; et si ¢ # j alors
i # A; donc toute racine p-ieme de A; est distincte de toute racine p-ieme de \;).

Si B est diagonalisable (B = QDQ~! et D diagonale) alors ¢, = B? = QDPQ! est diagonalisable.

Réciproquement, on suppose que ®, est diagonalisable. Soit Aq,..., A; ses valeurs propres distinctes.
d

Les A; sont non nulles car ®, est inversible. De plus ®, est annulée par R(X H

k=1
D’apres IILE.1, S(X) = R(XP?) est scindé simple, et S(B) = R(B?) = R(®,) = 0. Donc B est diagonalisable.

Par hypothése B = QDQ ™!, avec Q inversible, et D diagonale & coefficients diagonaux de module < 1.
On a alors clairement lim [|[D*|| =0 donc lim ||B¥|| =
k—+oco k——+oo

D’apres I11.D.2), il en résulte i liT Y|l o = 0 pour toute solution de (IIL.1).
—+00

IV. Le cas continu en dimension 2

IV.A.1)

T est clair que E(to) = [U(to), V(to)] = [(é) , (‘m — I

Par ailleurs : Vt € R, E'(t) = [U'(¢),V'(¢)] = [A®)U (), AQ)V(t)] = A@®)[U(@), V(t)] = AR)E(¢t).
Ainsi t — E(t) est la solution de (IV.2) qui vérifie la condition initiale E(tg) = Io.



F'(t) = A(t)F(t)
G'(t) = A(t)G(t)

IV.A.2) Pour tout réel ¢, on a M'(t) = A(t)M(t), donc [F'(t),G'(t)] = A(t)[F(t), G(t)], donc {
Ainsi F et G, donc leur combinaison linéaire ¢ — M () (zl) = w1 F(t) + waG(t), sont solutions de (IV.1).

2

IV.B.1) On sait que t — Y (t) = E(t)W est solution de (IV.1). Par hypothese Y (¢1) = E(t;)W = 0.
Ainsi Y est la solution nulle (unicité de la réponse au probleme de Cauchy pour le systéme homogene IV.1).
En particulier le vecteur Y (tg) = E(tg)W = W est nul.
Ainsi Ker(E(t1)) = {0} (c’est-a-dire E(t1) est inversible) pour tout réel ¢;.
IV.B.2) La fonction ¢t — N(t) = E(t)M (to) vérifie : Vt € R, N'(t) = E'(t)M (to) = At)E(t)M (to) = A(t)N(¢).
D’autre part N(to) = E(to)M (to) = M(to). Par unicité (probléeme de Cauchy) on a : Vt € R, N(t) = M (t).
IV.B.3) On définit la fonction ¢ — M (t) = E(t +T) € GLy(C). Posons B = M(to).
On sait que ¢t — E(t) vérifie (IV.2) et que t — A(t) est T-périodique. On en déduit :
VteER, M'(t) =FE'(t+T)=At+T)Et+T)=A)Et+T) = A(t)M(t)

Ainsi M vérifie (IV.2) donc : Vt € R, M(t) = E(t)M(to) c’est-a-dire : Vt € R, E(t +T) = E(t)B.

Pour ¢t = tg, on trouve B = E(tg + T), ce qui assure 1'unicité.

IV.C.1) (a) Pour tout réelt,ona:Y(t+71T)=E({t+T)Z =E{t)BZ = E(t)(pZ) = pE(t)Z = pY (t).
(b) 1l existe u € C (défini & un multiple de 2iw/T pres) tel que e*? = p.
Posons : Vt € R, S(t) = e Y (t). On a Y (ty) = E(tg)Z = Z # 0 donc S(tg) # 0.
Alors, pour tout réel t : S(t+T) =e Me *TY(t+T)=e e *TpY(t)=e MY (t) = S(t).
La fonction ¢ — S(t) est donc T-périodique, non nulle, et on a : Vt € R, Y (t) = e S(t).
Puisque e*” = p, on peut aussi écrire (et c’est plus parlant) : Vt € R, Y (t) = p"/TS(t).
Avec cette écriture, on voit mieux l'identité Y (¢t + T') = pY (¢).

IV.C.2) On va montrer que la condition demandée est < 1 est valeur propre de B .

— On suppose que p = 1 est valeur propre de B, et on note Z un vecteur propre associé.
Depuis IV.C.1), on sait que t — Y () = E(t)Z est solution de IV.1) et que : Vt e R, Y(t +T) =Y (¢).
— Réciproquement, soit ¢ — Y (¢) une solution non nulle (donc jamais nulle) et T-périodique de (IV.1).
La fonction ¢ — M (t) = [Y(t), Y (t)] est alors une solution non nulle det T-périodique de (IV.2).
Dans ces conditions, on trouve M (tg) = M(to +T) = E(to + T) M (to) = E(to)BM (to) = BM(to).
Ainsi BY (t9) = Y (to) (avec Y (¢9) # 0), ce qui prouve que 1 est valeur propre de B.

IV.C.3) On suppose que la matrice B est diagonalisable.

Soit Z1, Zs une base de diagonalisation de B, pour les valeurs propres respectives p; et ps.
t—Y(t) = E@t)7Z,

Les fonctions forment alors une base du plan des solutions du systeme (IV.1).
Yi(

Ya(t) = py T Sal(t)

~+
=
e
-
~
S
n
-
—
oy
=

D’apres (IV.C.1.b), on peut écrire : Vt € R, { ou S1, S2 sont T-périodiques (donc bornées).

— Si|p1| < 1etsi|pz| <1 alors Y] et Ya (donc toutes les solutions de (IV.1)) sont bornées sur R.

— En revanche si par exemple |p1| > 1, alors la solution Y7 n’est pas bornée.




IV.D.1) — Soit M = (C

a b
d

Alors ¢ est bilinéaire alternée, donc proportionnelle & ’application déterminant.
Il existe donc A € C tel que : V(u,v) € C? x C?, ¢(u,v) = det(u,v).

. N 1 0 a 0 1 b
Si on choisit © = (O)’ et v= (1>7 on trouve A = ¢ 1‘ ‘O d

Ainsi : VM € M5 (C), Y(u,v) € C? x C2, det(Mu,v) + det(u, Mv) = tr(M) det(u,v).

) € M3(C), et p: C? x C% — C définie par ¢(u,v) = det(Mu,v) + det(u, Mv).

=a+d=1tr(M).

— Pour tout réel ¢, on a W(t) = det[U(t), V(¢)] donc :

W'(t) =det[U'(t), V()] +det[U(t), V' (t)] = det[A(t)U(t), V(¢)] + det[U(t), A(t)V ()]
— tr(A(£)) det (U (1), V(1)) = tr(A())W (2)

t

IV.D.2) Sachant W(ty) = det(E(o)) = det(l2) = 1, le résultat de (IV.D.1) implique : Vt € R, W (t) = exp / tr(A(s))ds)

to

to+T
Mais E(tg+T) = B (voir IV.B.3), donc W (tg + T') = det(B) = p1p2, donc p1pa = exp (/ tr(A(s))ds).

to

T
Enfin, par T-périodicité de s — A(s), on a aussi : p1p2 = exp (/ tr(A(s))ds)
0

V. Racines p-iémes dans GL,(C)

V.A)

k—1

L’égalité demandée est vraie si k = 1, car alors Z Ne173 47 = \94% = [, done X; = X.
j=0

Si elle est vraie au rang k > 1, alors :

A X\ A X\ (AR X\ (AR AX, 4 MX
Ol,n A B Ol,n A Ol,n >\k N Ol,n )‘k+1
k—1 k
et ona: AXy + M\ X = A(Z Aklej)X + AP X = (Z Aijj>X = Xpi1.
j=0 j=0

ce qui prouve la propriété au rang k + 1 et acheve la récurrence.

V.B.1)

V.B.2)

V.B.3)

p—1
Si a = A, alors Z NP7 = pAP~1 £ 0. On suppose donc a # A, c’est-a-dire en fait a? # \P.

Jj=0 p—1 p—1
Dans ces conditions (a — ) (Z )\p_l_jaj) =aP — AP # 0, et 1a encore Z NP0 £ Q).

Jj=0 Jj=0

p—1
La matrice Y = g NP170 AT est elle-aussi triangulaire supérieure.
Jj=0 p—1
Ses coeflicients diagonaux sont les b; ; = g MP~170g7 . non nuls d’aprés V.B.1). Ainsi Y est inversible.
=0

La propriété est vraie au rang 1. En effet (en identifiant une matrice 1 x 1 et son unique coefficient), pour tout
b e C*, il existe a € C* tel que a” = b (les quotients a; ;/a; ; se réduisant ici au seul a/a =1 ¢ V,).

On se donne donc n € N* et on suppose que la propriété est vraie au rang n.

B, X) {Bn € 7,(C) N GL,(C)
, avec

On se donne aussi B = (b; ;) € T41(C) N GLyp41(C). On écrit B = (
Ol,n bn+1,n+l =aeC*

Qi

Par hypothese, il existe A, = (a; ;) € T,(C) tel que A = B,, et : V(i, j) € [1,n]?, ¢V,

aj,j

/
On définit alors la matrice triangulaire A = <6L11" )i >, avec X' € M, 1(C) et apy1nt1 = X € C~.
P ! ! p—! o
On sait depuis (V.A) que AP = (6‘117; Y)\)p( ) = <OB?; Y/\)p( ), avec Y = Z)\p_l_JA'ZL € M, (C).
, , iz



On sait également depuis (V.B.2) que la matrice Y est inversible.

Dans ces conditions A? = B équivaut & A’ = a (ce qui fait p possibilités) et X’ =Y 1 X.
Ensuite il reste & s’assurer des conditions (A = a;;) ou (A # af ;) pour i € [1,n].

Tout dépend des coefficients diagonaux b; ; = afyi de la matrice initiale B, avec i € [1,n].

— Pour les (éventuels) i de [1,n] tels que b; ; # a, tout choix A pour AP = « vérifie (\P = «) # (a?; = b; ;).

i
— Il reste les (éventuels) i de [1,n] tels que b; ; = «. Mais pour ceux-1a la valeur de a;; est la méme (ga fait partie
de 'hypothese de récurrence). Il suffit donc de choisir cette valeur commune pour A.

On a donc prouvé la propriété au rang n + 1, ce qui acheve la récurrence.

V.B.4) Soit B € GL,(C). Alors il existe @ € GL,,(C) et T € T,,(C) N GL,(C) telles que B = QT'Q~".
On sait depuis (V.B.3) qu’il existe V € 7,(C) N GL,(C) telle que VP =T.
Si on pose A = QVQ™!, alors AP = QVPQ~! = QT Q™! = B, donc A est une racine p-ieme de B.



