CENTRALE PSI | - 2004

PARTIE |
1.A) g'(0) =h'(f(h™(0)) x f '(h™(0)) x (h™")'(0)
=h'(0) x f '(0) x Th‘ll@ compte tenu du fait qug0) =f(0) =0

1
h'(0)

1.B.1) f(0) = Iimof—())zq 1110,1] puisquef '(0) > 0 et qué(x) < x
X =

=h'(0) x f '(0) x

=£(0)

1.B.2) Parrécurrence < f"(x) < f"*(x). On utilise pour celale fait quef estcroissanteet positive,
et quef(X) < x. La suite(f"(x)) estdoncdécroissantet, f étantcontinue,convergeversun point fixe

def. Or le seul point fixe est O.

I.B.3) f étant croissante, on a<d "(x) < f"(1) donc [[" ||, < f"(1) qui tend vers 0 d'aprésquestion
précédente.

n n
I.C) In(Py) = > In(w) = > In(1 + a&). Or la sériede termegénéralin(l + a) convergeabsolument
k=0 k=0

puisque|ln(1 + ak)| D|ak| termegénérald'une série convergenteDonc In(P,) admetune limite et
donc R admet une limite strictement positive.

I.D) On saitdéja,d'apresla questionprécéedenteque la suite (Q,) convergesimplementvers une
fonction strictement positive. Soit Q cette fonction limite. On a :

Q — Qn = exp(In(Q))— exp(In(Q)) = (IN(Q) — In(Qn) x exp®) avecO valeurcompriseentre
In(Q) et In(Q) (égalité des accroissements finis). Remarquons que :

In(Qy) :éoln@:k) :éoln(l f0) or = Wkl < WS ek

O -l =s1+Pes1+ (|l
Comme ||p« |} tend vers 0, il existe N tel que, pdue N, 0 <1 — [k [b< 1 +Pe< 1 + [|Wi b

O In( = llwc k) < In(L + ) < In(L + [[gc [)
R kgoln(l + ) + kjﬂln(l = lWk k) < In(Qy) < kiln(l +) + k:%lln(l + (1w [b)

Quandn tendvers +, les deux membresqui encadrentn(Q,) convergentce qui implique quela
suite (In(Q)) est bornéen, et donc ex), est donc une quantité bornée. Donc :

IIQ—-QIl<lIn(Q) - In(Q) || x Cte

Quanta In(Q) — In(Qy), cette quantitévaut i In(1 + ), compriseentre i In(1 — || Wk |k) et
1

k=n+1 k=n+

i In(1 + || Y« k) qui tendenttoutesdeuxvers0. Donc || In(Q) — IN(Qn) |} aussiet || Q — Qn |k
1

k=n+

aussi.



PARTIE I
Dans cette partie, vu le11.B.1), on doit supposer A < 1.

fn+l fn+l
||A) UnOf—h)\ o] Un+1:W—)\ }\n+l: 0
[1.B.1) Si A < 1, A < A, doncon peutchoisir € assezpetit tel que, simultanément) + € < 1 et

(A +€)* <A,
[1.B.2) Puisquef '(0) = A, etquef ' estcontinue,onaf'< A + € surun voisinage[0, a] de 0.
L'inégalité des accroissement fini permet de conclure.

[1.C.1) Inégalité de Taylor-Lagrange. Prendre C un majoraHEdesur [0,1].

[1.C.2) Utiliser le fait que la suitef {) converge uniformément vers O.
fn+l —)\f n
11.C.3) Una(X) — Un(X) = (X;\ —AM (%)
appliquer l'inégalité du 11.B.2) :
0<f™X) <\ +e)f"(x) <f"(X) <a

or f"(x) appartienta [0,a] pour n = n,, donc on peut

et par récurrence,9f"(x) < (A + a) " %(x) < C'x (\ +¢)" avec C' H Par ailleurs :
+€
| Unsa(X) —Un(X)| = Anﬂ (%) —Af'(x) | < Anﬂ C ("(x))? d'apres 11.C.1)
<cc? g)\ + 8!

}\n+l
2
O || Unsz — U |} < CC? A +e)” terme d'une série géométrique de ragb'ﬁﬂ <1.

n+l

doncla sériemajoranteconvergeet il enestde mémedela sériey || Uns1 — Un |} dONcla sériey Un.
— u, converge normalement donc uniformément. Or les sommes partielles de cetterstiieenta
suite (U, — Uo), donc la suiteu(,) converge uniformément.

||.D.1) Uns1 = fo (}\n Un) U Und == (f ‘o (}\n Un)) Un

}\n+l
[ uu"*l 1 —}\f o N"uy)—-1= (f '‘(A" un) —1'(0))
D'ou, en appliquant l'inégalité des accrmssements finis'sur

O ||uu”—:,1'— 11k S% 1" 1o [|A" Un [k DA™ [ [k || U |k termegénérald’unesérieconvergente

puisquei < 1.
11.D.2) Doncla sériedetermegénéraluu”—+,l — 1 convergenormalemensur[0,1], donc(l.D), la suite
n

Yoy converge uniformément sur [0\érsunefonction strictementpositive, maiscettesuiten'est

k=0 Uk

autre que 3 donc la suite (u,) convergeuniformémentsur [0,1] vers une fonction strictement
0

positive, donc u est C' de dérivée u' limite des u, strictementpositive, donc u est un C'-
difftomorphismede [0,1] suru([0,1]). Commeu(0) = 0, cetintervalleestde la forme[0,r] pourun
certainr > 0.

I1.E) Sion passeila limite dansll.A), onobtientuo f —hy o u=0sur[0,1]ouhy, =uo fo u™de
[0,r] sur un intervalle du méme type.



PARTIE Il
[11.A.1) 84(0) = 0 etBy(x) < x sur ]0,1] sont triviaux.

Bq'(X) = (1+)](-q)l/q - (1+X)((1](;1/q+1 = (1+X:<Iq-)1/q+1 > 0 etB4'(0) = 1 dond, U E;.
X Nelln

6, estC” avec,au voisinagede 0, 84(x) = x(1 ~a +0o(X%) =x-

+ 0o(x™), doncB,“""(0) estla

premiére dérivée supérieure a 1 non nulle en 0, autremexiBgit= g, et6, U E*.
11.A.2) a)a > 0 est nécessaire pour d(e < x au voisinage de 0.

b) Il existeh C'-difféomorphismecroissantde [0,r] sur [0,r'] (et donc tel que h(0) = 0)
vérifiantg =ho f o h™". D'aprés I.A)g'(0) = '(0) = 1. En outre :

f(x) = x —ax* + o(x*"
0 g0 =h(f(h™(9)) = h(h™() —ah™ ()% + o™ ("))
Orh™(x) = (™Y)'(0)x + o(x) en 0, donc :

g(¥) = h(h™(x) —a(h™)'(0)* " + ox™))
qui est de la formB(y + K) avecy = h™(x) etk = —a(h™)'(0)*'x** + o(x*%
Or h(y + k) = h(y) + h'(y+6k)k avec 0 <6 < 1 (accroissement finis)
Donc g(x) =x + hi(y+6k)(— a(h™)'(0)*"x™) + o™)
Enfin, h'(y+6k) = h'(0) + o(1) cary+6k tend vers 0 quarxtend vers 0.
Donc g(x) =x + h'(0)(—a(h™)'(0)" %) + ox™*) =x —a(h™)'(0)*™* + o™
Doncg appartient a B et v(g) =q =v(f).
111.A.3) a) h'(x) = 1 + Bk etil suffit de prendrer suffisammentpetit pour que,dans[0,r],
on aith' > 0.

b)y = x + BX* + 0(<"). Si on écrit le développement limité ki sous la forme :

X=y+agy’ + ... +acy " +ay + of)

et si on remplace par cette expression dans le développement limije aie a :

y=y+ay + .. tacy T ray +Bly +ay + .. racy ™ +ay) + off)

Sy +ay’ + . acy T ay + By + ol

O a = ... =a1 = 0 etay = — par unicité du développement limite.

c) ho f(x) = f(x) + Bf(X)* = x —ax®™* + bx™ + B(X — kax®™) + o(x*™)

=X+ Bxk _ an+1 + (b _ kaB)Xq+k + O(Xq+k)
mais aussh o f(x) = h(x) —ax®** + (b —kapB)x™™* + o(x*")
Puisho f o h™(y) =y —a(y — By + o(/))"™ + (b —kaB)y™ + o(y*"™)
=y —ay™ + (q+1)aBy™ + (b —kaB)y™ + o(y"™)
=y —ay™ + ((@+1-K)aB + b)y™ + o(y"™)

[11.A.4) Sif vérifie les hypothéses du A.3), en choisis§arl que ¢+1-K)a + b = 0, on obtientun
conjuguéh o f o h™* de E,* tel queh o f o h(y) =y —ay™ + 0(/™). Si son développemelimité et
dela formey — ay™™ + by™ + o(y**), onadonck > k. Enitéranttantquek < g, on obtientdes
conjuguésdont le termequi suit —ay*™* estd'ordrestrictementcroissantAu bout d'un nombrefini
d'itérations,on parviendraau casou cet ordre dépasseq, soit unefonctiondontle développement
limité en0 ety — ay™* + b"y*™** + o(y**). Si on conjugueenfin parunederniérefonctionh(x) = Ax,
on obtiendra comme développement limité :

+1 +1
)\(l ax’ + Pyt 4 0(X2q+1)) — X_af: + byt + O(X2q+l).

A - }\q+l

En choisissank de facon qu% :%, on obtient la fonction désirée.




111.B.1) a) Ty(X) =140 640 Tg {(X) = Tq 0 eq(_ﬂ') = 14x

g
b) 1, envoie 0 ero et 1surl et estdécroissantPourx > 1, 1, '(x) > 0 0 g(T4 (X)) < Tq (X)
dapres (i) 14(g(t4 (X)) > x cart, décroit donc G{ > x.
Par ailleursg'(x) > 0 d+'laprés iil) donc & = Tq'(g(Eg(X)) g'(t4 (X)) (t47)'(x) > 0.

c)gly) =y —ﬂ + BT + o) =y ‘% + By + Of*") donc

G0 = 1963 = (;%a éxl ~+ Bt + Olom)

1

_ 1 q_ 1 +1 1
X (1 qx+;z+o§m» X1 +1 9>g+972q + OCmm))
- +1 1 1
=x+1+ %—QE);'F OW)
11.B.2) a) Il existeX tel que,pourx > X, G(X) > x + % Parailleurs,G" = 140 g" 0 1, ' avec

g"o 14 ' qui convergeuniformémentverso (cf 1.B.3)) donc,pourtout A > 0, il existeN, 0 n =N,
Ox>1,9"014 (X < , donc G(x) > Tq(—) AY. Si on choisit A de facon qué'A X, alors :

ON,On=N, G'(x) > X et donc G*(x) > G'(x) +§ et par récurrence, pour tdut

GV x) = GN(x) + %( > X+ %( (en utilisant le fait que G) > X)

ce qu'on peut écriredm=N,Ox=1, G'(X) = x + 2 rré—N
Si on choisitng = 4N, alors[In=ny, Ox>1:
G"(x)2x+2 n;N :x+g+ ———) x+— (ré ——) x+2>g
b) CommeG(x) = x+ 1 + % + O(;Fm), il existeune constanteM tel que < ;1'\417&

pour toutx. Si on remplace par G(x), on obtient pour tout et toutx :

|Un+1(X) Un(X)| Grlfz ) (Gn()'\(/)l)l+1/q

Si on prench = ny, on obtient, pour tow>1 :

R M 2R M
+ - S T S - T

|1~ < 3705 + G < Tt e

certaine constante C.

Entre 1 et Xun(X) est bornée. Par ailleurs, poue ng :

() = (un(x) ~Un () + s+ Cigea(®) = Ung(30) + Ung(¥)

O |un(x)| C . C . ot ng + Cte I C In(n) = O(In(n)) < K In(n) pourunecertaine
0

1, _C
= =) < =
O(n) < pour une

n—l n-2
constante K.

€) Vo109 —Va(X) = Unss(¥) — () — RIN(L +3) = G™(x) — G(x) — 1 - Rin(1 +)

Or, pourn=ng etx O [1,X], || G =n |k = ||un [l < K In(Nn)
0 Nn—Kinn) <|| G |[b<n+KlIn()



R

Or GX)=x+1+ ; + O(—i—m) avec —P—Aﬂi doncsi on remplacex par G"(X) pour

n=nyetx [[1,X], alors :

Gn+1(x) = Gn(x) +1 +Gni()() + O(T_‘Ii%m)
O Vea(X) = Va(X) :G”L(x)_ RIn(1 +%) + O(r—]%m)
_R_R

T n O
R(h—-G'(x)) 1
~ooon O

|R|K In(n) 1 .
(ﬁiTl',ﬁ) S —KIn() + O(nm) = O(ﬁﬁﬂﬁ) termegénéral

O [| Ve = Vi [ <

d'une série convergenteDonc Y || Va1 — Vn |k COnvergedonc la série Y v — Vi, converge
normalementonc uniformément Or les sommegpartiellesde cette série constituentla suite (v, —
Vo), donc la suitew,) converge uniformément.

d) Vo 0 G(X) = Uy(G(X)) — RInf) = G (X) —n— RINQ) = Ur+2(X) + 1 — RInG)

V() + 1 + R In(L +%)

Si on passe a la limite, on obtieni G(X) = v(x) + 1.
111.B.3) a) Il n'existe pas de théoreme disant que, si G admet un développemenalorsts;
aussi(physiguementce n'estpasparcequ'uneparticulea un déplacementl'amplitudepetite que sa
vitesse sera petite). On revient donc a la définition de G :

G() =Tq0 go Tq (%)
Parcontre,quandx tendverslinfini, 1,(x) tendversO0, et g étantC”, sadérivéeaussi,donccelle-ci
admetun développemenlimité en 0 qui, cettefois, estbien la dérivéede celui de g (formule de

Taylor surg etg' en 0). Donay'(y) = 1 —ga—ly“ + OW*). On a alors :

G'(x) = Tq(9(te(¥)) 9'(Tq () (T4 )’

_ q g+l 1w, 1, 1
T e T %) e

- 1 g+l 1 1
_g(llxl/q)q+l (1 X + O?)) TFIR
OF  glign) =3~ gt * Ofrm) =5 (1~ *O6D)

0 gt eong +9q7 *Oa)
0 eM=@ +9J71 , og—}z))(l —9(;71 , og—fz)) =1+ og—};)

b) G estuneapplicationcroissantede [1,+o[ dansun intervalle[r,+e[, doncx — G"(x) est
croissantedonc x — Uy(X) estcroissantadoncx — v,(X) estcroissantedoncx <y 0 va(X) < Vi(y)
donc en passant a la limitegstcroissanteElle admetunelimite L en+co, éventuellemeninfinie. Si

on fait tendrex vers o dans la relation(G(x)) = v(x) + 1, entenantcomptequeG tendverslinfini,
on obtiendrait L = L + 1 si L était finie. Donc L est infinie.

Puis, en se placant sur un segment [1,X] :



' — 1 Vn+l' _ :un+1' —(G(Gn)) = ' —_
Vo' = U, donc v 1 un, GY -1=G'(G)

OorGKxx =1+ O(;lz), i.e. OM, tel que, O X, |G'(x) —1| < %/lz mais pour tout x dans[1,+oo[,

G'(x) = G'(1) carG" estcr0|ssantedonc|G (G'(X)) — 1| O(ﬁlz) en utilisant

- (G”(X))2 = (G”(l))
I'encadrement du (111.B.2.¢)— K In(n) < || G' |, < n+ K In(n) en 1, poun assez grand.

Donc, sur [1,+[, || V\T.l

n

-1l = O(ﬁlz) doncetc...commeau 11.D.2). On en déduitquev estC'

strictement positive sur tout segment, dons@ [1,+[, avecconvergenceniformede (v,) versv

sur [1,4eo].
[11.B.4) a) On a successivement, lim G'(x) = 1, pour tout n (par récurrence)
X — oo
lim (GY)"X) =1, Ilim u/X)=1, lim v/(X) =1etenfin, lim v(X) =1 (permutationde
X - (o8] - (o8] - (o8] -

lim etde lim en utlisant la convergence uniforme gg ur [1,4o]).
X — oo n - +oo

b) f est conjugué g de la forme 11.A.4). Ainsi, il existé tel que :

f=h"ogoh=h"01,'0GoTt40h
Or (Il.B.2.d) et (II.B.1.a)vo G = Tyovdonc G =v o Tyo vet:

f=hoty ov'oTqoVvoTgoh

=h"ot, oV 014084014 0VoT40h
doncf est conjugué da,. ,
1.C.0 a) Soit f(x) = sh(sink)). f estélémentde ;* avecf(x) = x — % + % + o(X) dela
forme (111.A.3), avecq = 4. Doncil existeH tel quef =H o T, 0 H™". Onaw.; = f(w,). Si on pose
Z, = H (W), on @z = Ty(z) =z, + 1 donez, =% + net :
=Hnh+2)=h"o1, o vin+2)

=hi—=—)
W n + 2)
00—

W n + 2)
Or comme/ - 1 en +o, y = v(xX) Ox (left to thereader)doncx Oy = v(x) doncv™(n + z) On + 2
-1y

doncw, [ hn 0

b) Les calculsqui suiventont été effectuésen mode interactif avec Maple. On ne voit pas
comment y parvenir "a la main". Of @ Ho T,o H'=Ho 1,0 0,0 T, "o H = ¢ 0 6,0 ¢~ avec
¢ declasseC'. Jene vois pascommentrésoudrecettequestionsanssupposer priori que$ admet
un développement en 0 de facon flueb = ¢ o 6,. Avec cette supposition, et en prenant :

000 = \f x+ VZI50, SI518 N2 5 10+ 06 In)

seul développement qui falt coincider$ et¢ o 6, jusqu'a I'ordre 10, on obtient :

Wh=0 o T4‘1(g +n)




_4[151 1542 1 51515" 2|ngn_) ngn_)
_\/:ﬁﬂf’ 48 n* 8064 n +Oen )
mais tout cela reste trés hypothétique.



