CENTRALE - SUPELEC 2003 Filiere PSI - MATHEMATIQUES II

Partie I - Généralités sur P(F) et P,

[.LA.1) Les deux bases étant orthonormales, la matrice de passage est orthog-
onale.
Les matrices A et B sont donc orthogonalement semblables.

[.A.2) La base B étant orthonormale, la matrice de u* est *A.

Donc u € P(E) < u* € Rfu] < 'A€R[A] < AcP,
etue N(E) <= uw'ou=uou* < "AA=A'"A < AeN,.

[.A.3) L’algebre IR[X]| étant commutative, il en est de méme des algébres IR[u]
et IR[A].
On en déduit P(E) C N(E) et P, C N,.

[B.1) Siue S(E),onau*=uelRu;dounueP(E)et S(E) CP(E).

Siue A(E), on au* = —u € Ru] ; dott u € P(E) et A(E) C P(E).
[.B.2) Si A est triangulaire supérieure, alors (VP € IR[X]) P(A) est triangu-

laire supérieure et ‘A est triangulaire inférieure.

Légalité 'A = P(A) impose donc A diagonale.

Réciproquement, si A est diagonale, elle est symétrique et donc dans

P.

Les matrices triangulaires supérieures de P, sont donc les matrices
diagonales.

Sin > 2, il existe des matrices triangulaires supérieures qui ne sont pas

diagonales, d’ott P, # M, (IR) et P(E) # L(E).

[.B.3) Cours : le procédé de Schmidt donne une base orthonormale B’ & partir
d’'une base B quelconque, et P, la matrice de passage de B a B’, est
triangulaire supéieure.

La matrice de passage de B’ a B est P!, donc aussi triangulaire
supérieure.

Si A est la matrice de u dans la base B, sa matrice dans la base B’ est
A = P71AP,

Le produit de matrices triangulaires supérieures étant encore triangu-
laire supérieure, on en déduit que A’ est triangulaire supérieure.

Si u est trigonalisable, il existe une base B ol sa matrice est triangulaire
supérieure.
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D’aprés ce qui précede, il existe une base orthonormale B’ ol sa matrice
A’ est triangulaire supérieure.

Si, en outre, u € P(FE), la question 1.B.2 montre que A’ est diagonale.
On en déduit que u, diagonalisable dans une base orthonormale, est
symétrique.

La question I.B.1 donnant la réciproque, on peut conclure :

les éléments trigonalisables de P(E) sont les endomorphismes symétriques

Théoreme de Cayley-Hamilton : y, est annulateur de w.
Comme le terme constant de x, est det(u) # 0, le polynome P = x,
convient.

Sion pose P =Y a; X", larelation P(u) = 0 donne uo ( > akuk%) +

k=0 k=1
CLDId - O n ag
Comme ag # 0, on en tire u™' = — Y — "' € R[u].
1 Qo
k=1

Siu € O(F), alors u* =u! € R[u] ; dou u € P(E) et O(E) C P(E).

Existence : Si A € P, il existe P € IR[X] tel que A = P(A).

La division euclidienne de P par w4 donne P = m4Q + R avec d°(R) <
d° (WA).
Comme 74(A) =0, 0n a *A = R(A) et le polynome R convient.

Unicité : Si 'A = Pi(A) = Py(A), alors le polynome P, — P, est

annulateur de A.
On en déduit que P; — P, est multiple de 74.
En considérant les degrés, on obtient P, — P, = 0, soit P, = P.

Résultat identique pour v € P(F), grace a la question 1.A.2.

Si P4 = ag est constant, alors ‘A = qyl, et la matrice A est scalaire.
Réciproque évidente.

Ecrivons A = A; + Ay avec A; symétrique et A, antisymétrique.

Si Py =a1 X +ag,ona'lA=aA+apl,, soit A — Ay = a1 A +a1 Ay +
CL()In.

Par unicité des parties symétriques et antisymétriques, on en déduit :
Al S alAl + CLO[n et —Ag = alAg.

La derniere équation donne A, =0 ou a; = —1.
Si Ay = 0, alors A est symétrique, non scalaire d’apres la question
précédente.

Sia; = —1, alors 2A; = agl,, et A = kI, + Ay avec Ay non nulle.



Réciproquement : si A est symétrique non scalaire, Py = X ; et si
A = kI, + Ay avec Ay antisymétrique non nulle, Py = —X + 2k.

1.C4) Si B= P 'AP avec P € O, alors P! = P et on a:
Py(B) = P7'Py(A)P = P711AP = Y(P7'AP) = 'B.
Donc B € P, et, comme m4 = mg, on a en outre Py = Pg.

[.LD Sin =2, on déduit des questions [.C.2 et 1.C.3 :
les éléments de P, sont les matrices du type A = (Z 2) ou A =
G )
b a )’

avec Py =asib=0et Py =X ou —X +2asib#0.

LLE.1) Si ma, et w4, sont premiers entre eux, le théoreme de Bezout donne

I’existence de deux polynomes U et V tels que Umy, + Vg, = 1.
On a alors 'égalité : Pa, — (Pa, — Pa,)Uma, = Pa,+ (Pa, — Pa,)Va,.

Un produit par blocs donne par récurrence sur m : A™ = (1% /8” )
2
N ([ P(4) 0 ([ Pi(Ay) 0 )_ (tAl 0 )_
Do ()= (U5 ) = (70 pian) = (00 a) =

‘A,
Ainsi A € Py, 4,

L.LE.2) Si @ € IR[X], le produit par blocs précédent montre que :
Q(A) =0 = (Q(A1) =0et Q(A) =0) <= (ma,|Q et m4,| Q).

Comme 74, et my, sont premiers entre eux, on en déduit que m4 =
TA T Ay -

La division euclidienne du polynéme P = Py, — (Pa, — Pa,)Uma, par
w4 donne Py.

LF Les questions I.D et .LE.1 donnent A € Py avec Py, = 1 et Py, = —X.
On trouve sans peine 74, = X — 1 et w4, = X% + 1.
L’algorithme d’Euclide donne alors U = —%(X +1) etV = %

D’oﬁP:%(X3+X2—X—1)etﬂA:X3—X2+X—1.

Enfin, la division euclidienne de P par m4 donne Py = X? — X + 1.

Partie I - Etude de N(E) et N,

ILA Siu e N(E), uet u* commutent et il en est de méme de P(u) et de
P(u*).
Comme (P(u))* = P(u*), on en déduit que P(u) € N(E).



IIB Si u € N(E), on a (u(x)\u(m)) = (u*(u(z))|x> = (u(u*(m)\x) =
(@) ()

ce qui montre que ||u(z)]|* = [Ju*(z)]?.

Douz € Keru < |u(z)|| =0 <= |Ju*(z)]| =0 <= = € Keru".

I1.C.1) Comme det *A = det A, on a classiquement det f* = det f.
Comme ici f* = —f, on a aussi det f* = (—1)™det f.
Et comme det f # 0, on en déduit (—1)™ =1 : m est pair.

I1.C.2) Les applications n : x — (z|z) et g : @ — (f(z)|f(x)) sont des formes
quadratiques sur IR™, donc des fonctions polynomiales de degré 2 des
coordonnées de x.

Comme toute fonction polynomiale, elles sont de classe C*!, donc différentiables.
Caleulons g(x + h) = (f(x + M| (@ +h)) = g(x) +2(f (@)|f (k) +g(h).

h — 2(f(x)|f(h) étant linéaire et h +— g(h) étant quadratique, on en
déduit que la différentielle de g est 'application h — 2(f(z)|f(h).

Idem pour n en remplagant f par Id.

La fonction n étant de classe C! sur U et ne s’annulant pas sur U, son

inverse est de classe C! sur U ; on en déduit que ¢ est de classe C! sur
U, donc différentiable.

_ ndg — gdn = 1*(f @)1 f(h) = ILf @)1 ()

Onadg:d(%) ,doudq, : h— 2

n? ]|
g0s) _ Nls) _
n(As)  A?n(s)

Tout x € U s’écrit x = A\s avec s € S et on a q(z) =

q(s) € q(.9).

Comme S C U, on a aussi ¢(S) C ¢(U) et I'égalité q(U) = ¢(95).

S est la spere unité de IR ; c¢’est un fermé borné, donc un compact de
R™.

La fonction ¢ étant continue sur ce compact, elle y est bornée et atteint
ses bornes, en particulier sa borne supérieure qui est donc un maximum.
Comme ¢(U) = ¢(S), ¢ admet un maximum sur U, atteint en un point
To € S.

La fonction g étant de classe C! sur U, ouvert de IR™, le point zy est
un point critique de ¢ et la différentielle de ¢ en z est nulle.

Comme ||zo]|*> = 1, on en déduit que (VA € R™) (f(zo)|f(h)) =
| f(xzo)||?(xo|h). Puisque f* = —f, on a (Vh € R™) (—f*(zo)h) =
1f (o) > (ol h).-

Comme ceci est vrai pour tout i de IR™, il vient — f%(xq) = || f(z0)]|* ®o.
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ILE

Remarque : on pouvait obtenir plus rapidement ce résultat en observant
que f% est symétrique et en prenant pour xo un vecteur propre unitaire
de f2.

Mais pourquoi faire simple quand on peut faire compliqué ?

Il est alors immédiat que IT = Vect(xo, f(x0)) est stable par f.
C’est bien un plan car zo et f(zo) sont libres : f(x¢) L xo puisque f
est antisymétrique et f(xg) # 0 puisque f est un automorphisme et

Zo 7é 0.
f(@o)

Si on pose yo = —————, la famille (xg,yo) est une base orthonormale

1f (zo) I ,
de II et la matrice de f|g dans cette base est 7 = (0 - ) avec

b 0
b= |f(zo)ll # 0.

Lemme : Si F' est un sous-espace de E stable par f, alors F'* est stable
par f*.
En effet, on a : (V(z,y) € F* x F) (f*(z)ly) = (z|f(y)) = 0 puisque

fly) e F,
ce qui montre que x € F+ = f*(z) € F*,

Si on prend F = II, alors II* est un espace de dimension m — 2 stable
par f* = —f et f' = f|;L est encore un automorphisme antisymétrique
inversible.

On applique alors a f’ la question I1.C.2, puis on recommence.

On construit ainsi par récurrence descendante une base orthonormale
B de IR™ ou la matrice de f a ’aspect voulu.

Si F est stable par u et u*, le lemme vu a la question précédente donne

Ey = B est stable par u* et (u*)* = u.

La relation (u(z)|y) = (z|u*(y)) étant vraie pour tout (z,y) € E, elle
est vraie pour tout (z,y) € Ey ; d’ou (ulg,)* = u*|g,.

Si u commute avec u*, alors u|g, commute avec (u|g,)* = u*|g,.
Idem pour u|g,.

Siu commute avec u*, alors u—AId commute avec (u—A[d)* = u—\Id.
La question II.B donne alors |[u(x) — Az||? = ||u*(x) — Az |

On en déduit que u(x) = Az <= u*(z) = Az, ce qui montre que u et
u* ont les mémes sous-espaces propres.

Il est connu que les sous-espaces propres d'un endomorphisme sont en
somme directe.



ILF.1)
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II.G

si

Ici, ils sont en outre deux a deux orthogonaux, car, si z € E,(A
(zy)

y € Eu(p)) et st A # p, alors (u(z)ly) = (z|u*(y)) = Mazly) =
entraine (z]y) = 0.

),

Les sous-espaces propres étant stables par u et u*, leur somme directe
I’est aussi.

La question I1.D.1 montre alors que F' est stable par u et u*.

Si la restriction de u a F' avait un vecteur propre, ce vecteur serait a la
fois dans F' et dans un E,(\) L F'; il serait donc nul, ce qui est exclu
pour un vecteur propre.

Le polynome caractéristique de la restriction de v a F' n’a donc pas de
racine réelle.

Il est donc de degré pair, ce qui montre que F' est de dimension paire.

L’endomorphisme s est visiblement symétrique.
Son polynome caractéristique est donc scindé sur IR.

Puisque v € N(E), v commute avec v*.
On vérifie alors sans peine que s commute avec a et avec v.

Puisque 'endomorphisme s est symétrique, il est diagonalisable et ses
sous-espaces propres E,(\;) sont deux a deux orthogonaux.

Comme s et a commutent, les sous-espaces F();) sont stables par a.
Si B; est une base orthonormale de F();), alors la matrice de s dans
B; est \il,,, celle de a est A; antisymétrique et celle de v = s + a est
En prenant B = B; U B, U ... U By, on obtient une base orthonormale
de F' dans laquelle la matrice de v a 'aspect voulu.

Raisonnons par l'absurde et supposons que I'une des A; ne soit pas
inversible.

Il existerait alors un vecteur z; # 0 dans Es()\;) tel que a(z;) = 0.

On aurait alors v(z;) = s(z;) + a(x;) = Nx; + 0 = Nz avec x; # 0, ce
qui donnerait \; valeur propre de v, contraire a 'hypothese.

Donc les matrices A; sont toutes inversibles.

Reprenons u € N (F) et la question IL.E, en notant v la restriction de
ua F.

D’apres la question 11.D.3, v € N(F) et la question II.F.2 montre qu’il
existe une base orthonormale B’ de F ou la matrice de v est diagonales
par blocs.

On a vu a la question ILLE que v n’avait pas de valeur propre et la
question I1.F.3 montre alors que chaque matrice antisymétrique A; est



inversible.

La question I1.C montre alors que les sous-espaces propres E ()\;) sont
de dimension paire et que dans chacun d’eux il existe une base or-
thonormale B; ou la matrice de a a I'aspect donné au II.C.3.

En prenant une base orthonormale de @ E,(\) et en la complétant par
les bases (B])1<i<k, on obtient une base orthonormale B ot la matrice
de u a l’aspect voulu.

ILH A €N, est la matrice de u € N(FE) dans une base orthonormale de E.
D’apres la question précédente, il existe une base orthonormale de F
ou la matrice de u est A’, d'un type particulier que nous appellerons ”
type I1.G 7.

D’apres la question I.A, la matrice A est orthogalement semblable a
A

Réciproquement, une matrice A’ du type IL.G appartient a N, : on
vérifie en effet que les matrices 7; commutent avec leur transposée.
En conclusion :

’ A e N, < A est orthogonalement semblable & une matrice du type I1.G ‘

IL.T Siu € O(E), les valeurs propres figurant dans la matrice D valent 1 ou -
cos(#;) —sin(6;) )

1, et les matrices 7; sont nécessairement de la forme < i

in(6;)  cos(6;)

Partie III - Relation entre P, et N,

My, 0 ... 0 pP(My) 0 ... 0
III.A.1) SiA = (_) MQ . , alors P(A) = 0 P(.M2) ’
0 ... 0 M, 0 .0 P(M)

D’ott A = 'A si et seulement si P(M;) = 'M; pouri=1,... k.

a

IIL.A2) Si A= (b

Comme A n’est pas une matrice scalaire, w4 est de degré 2 au moins.
D’ou TA = XA = (X—a)2—l—b2.

_ab> avec b # 0, on a vu au [.D que Py = —X + 2a.

La division euclidienne de P € IR[X] par m4 donne P = m4Q + R avec
d°(R) < 1.
On a alors P(A) = 'A <— R(A)='A < R=Py < R=
—X + 2a.
Si R est un polynome quelconque de degré < 1, on vérifie sans peine



I11.A.3)

II1.A.4)

I11.B

que :
R=—-X+2a <= R(a+1ib) =a—ibet R(a—ib) = a+ib.
Comme 74(a £1ib) =0, on a P(a £ ib) = R(a £ ib) et I’équivalence :

P(A)="'A < P(a+ib) =a—ibet P(a—ib) =a+ib

Soit A € N, orthogonalement semblable & une matrice B du type I1.G.
On a alors, en utilisant la question I1I.A.1 :

P(A)=1'A < P(B)="'B < P(D)="D et P(r;) = "1 pour
k=1,....p

La matrice diagonale D étant contituée par les valeurs propres réelles
de A, on a l'équivalence : P(D) = 'D <= P(A\) = X pour toute
valeur propre réelle de A.

La question IIL.A.2 donne : P(7;) = ', <= P(z) = z pour z =
aj * by, c’est-a-dire pour tout z racine complexe non réelle de x 4.

D’ou I’'équivalence demandée.

Le polynome d’interpolation de Lagrange donne 'existence et 1'unicité
de P € C[X], de degré minimal, vérifiant les conditions précédentes (
sur P(\) et P(z) ).

Les A étant réels et les z complexes conjuguées ( puisque A est réelle ),
on voit que le polynome P vérifie aussi ces conditions.

L’unicité du polynome de Lagrange donne P = P, soit encore P €
RIX].

Si A e N, il existe P € IR[X] tel que P(A) = 'A; dou A € P, et
N, C Pn.

Comme l'inclusion inverse a été vue au [.A.3, on peut conclure que

Le polynome P du II1.A.4 vérifie P(A) = A et est de degré minimal.
D’apres la question I1.C.1, on a donc P = Pj.

Dans I'exemple de la question .LF, ona A =1 et z = 1.

Le polynéme P doit donc vérifier P(1) = 1, P(i) = —i, P(—i) =i et

d°(P) < 2.

o p X=X+ (X=X +) (X=X i)
(1 —12)(1419) (i —1)(i+1) (—i—1)(—i—1)

et un petit calcul permet de retrouver P = X? — X + 1.

Remarque : le probléeme aurait trés bien pu s’arréter ici.
Mais lauteur du sujet a sans doute pensé qu’il n’était pas assez long et
il a décidé d’en rajouter une louche.
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La matrice J étant orthogonale, la question 1.B.4 donne J € P,,.
n—1

On observe que C(ag, a1, ..., 0p-1) = Y_ a;JJ' = P(J) avec P € R[X].
=0

Les questions II.A et III.A.4 donnent alors Clag, a1y ay1) EN, =
P

On a classiquement m; = X™ — 1.
Soit R le reste de la division euclidienne de P4 o P par 7.
On a donc R(J) = (Pao P)(J) = Pa(P(J)) = P4(A) = *A.

n—1 n—1

OrQ(J) = aOIn+Z o J" T = aOIn~I—Z i J* = Clag, ap_y, ..., 01) =
i=1 k=1

t

A.

Le polynome R — () est annulateur de .J, ¢’est donc un multiple de 7.
Vus les degrés, il est nul et R = Q.

D’ou une méthode pour déterminer Py :

poser Py sous la forme d’un polynéme inconnu de degré < n—1, calculer
P, o P en remplagant tous les X” par 1, et égaliser le résultat avec le
polynome (@ ;

on obtient un systeme d’équations linéaires dont la solution fournit Pj,.

Pour A =C(1,1,0),onan =31, =X*-1,P=1+X et Q = 1+ X2
Cherchons Py, sous la forme Py = aX? + bX + ¢, avec a, b, ¢ inconnus.
Alors Pyo P=Py(X +1)=aX?+ (2a+b)X +a+b+c.

L'égalité aX?+ (2a+b)X +a+b+c=X?+1donnea=1,b= —2
et ¢ =2.

Dot Py = X? —2X + 2.

Condition nécessaire :

Si x 4 était scindé sur IR, la matrice A serait trigonalisable donc symétrique
d’apres la question 1.B.3 et P4 serait soit une constante soit le polynome
X.

Comme as # 0, ce cas est exclu et y4 possede des racines complexes
non réelles.

1l existe donc (a,b) € IR? tels que b # 0 et P(a + ib) = a — ib.

as(a® —b?) +aja+ap = a

P N
Or P(a+1ib) =a Zb<:>{a22ab+alb:—b

al%—l

Comme as # 0 et b # 0, la deuxieme équation équivaut a a = — 5
Qg

La premiere équation équivaut alors a :

b aza® + (ay — Na+ag (a1 +1)* —2(ag — 1)(ay + 1) + 4agas

as 4a3




o —a§+2a1+3+4a0a2 o 4—A

= ,otton a posé A = (a; —1)? —
4a3 4a3 P (@ )

4&0&2.
Comme 4a3b? > 0, il faut A < 4.

Le calcul précédent montre qu’il n’y a que deux complexes a + ib pos-
sibles.

Si x4 n’avait pas d’autres racines, alors on aurait P4 = —X + 2a.
Comme ce cas est exclu, x4 a d’autres racines, nécessairement réelles.
Or l'équation P()\) = X s’écrit agA? + (a3 — 1)\ + ao = 0.

C’est une équation du second degré de discriminant (a; —1)? —4agay =

A.
Pour qu’elle ait une solution réelle, il faut A > 0.

D’ou la condition nécessaire : A € [0,4].

Condition suffisante :
Le discriminant A étant positif, il existe A € IR tel que P(\) = A.

(ll—f-l b \/4—A
[§ = —
2@2 2@2

Le calcul précédent montre qu’alors P(a + ib) = a — ib et P(a — ib) =
a + 1b.

Comme A < 4, on peut poser a = —

A0 O
Sionpose A=|0 a —b |, la question III.A.3 montre que P(A) =
0 b a

tA.
Comme b # 0, m4 = x4 est de degré 3 et donc P = Pj.

D’ou 'existence de A.




