Centrale 2002 — PSI, 2e épreuve — corrigé

1 Matrices tridiagonales

Question 1 Meéthode du pivot

1 Le systeme Sy s’écrit :

2 1 0 T 61
1 4 1 T2 = ﬂg
0 1 2 I3 ﬂg
Le premier pivot choisit est py = 2, on réalise 'opération : Lo «— Lo — %Ll obtenant :
2 1 0\ [ A
0 7/2 1 x| = | B2~ /2
0 1 2 T3 B3

On choisit comme second pivot p; = 7/2, on effectue L; — L; — %Lg et Ly «— L3 — %LQ, obtenant :

2 0 =2/7 x1 201 — 20,
0 7/2 1 T2 = 6 - %ﬂl
0 0 12/7) \x3 161 — 202+ fs

Le dernier pivot choisi est po = 12/7, on effectue Ly «— L1+ éL3 et Ly «— Lo — 1—72L37 obtenant le systeme
diagonal :

2 0 0 Ty %rﬁl — 202+ §03
0 7/2 0 vy | = | —15h+ b — 130
0 0 12/7 T3 7601 — 202+ (3
On résout : 21 = 1501 — §02+ 15035 2o = — g1+ 502 — §0s; 23 = 1501 — §02 + 150

2.a On suppose dans cette question, ce qui est sous-entendu par ’énoncé, que dans le déroulement de
I’algorithme, on ne tombe jamais sur un pivot nul.

On obtient par exemple le programme Maple suivant : initialise effectue les initialisations des ta-
bleaux globaux a et b; transforme effectue la transformation d’une ligne connaissant ’indice du pivot ;
diagonalise effectue tous les calculs de pivot nécessaires; resolution renvoie la valeur des solutions.

> initialise :=
> proc (n)
local i,j;
global a,b;
a := array(l..n+1,1..n+1);
b := array(l..n+1);
for i from 1 to n+1 do
for j from 1 to n+l1 do ali,j] := 0 od;
ali,i] := 4;
b[i] := ‘beta‘.i
od;
for i from 1 to n do ali,i+1]:=1; al[i+1,i]:=1 od;
al1,1] := 2; al[n+1,n+1] := 2
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end:

> transforme := proc(ipivot,i,n)

local j,k;

global a,b;

k := a[i,ipivot]/alipivot,ipivot];

bli] := b[i] - k*bl[ipivot];

for j from 1 to n+l do ali,j] := ali,j] - k*alipivot,j] od
end:
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> diagonalise := proc(n)

> local i,j;

> global a,b;

> for i from 1 to n+l1 do

> for j from 1 to n+l1 do
> if j <> i then transforme(i,j,n) fi
> od

> od

> end :

> resolution := proc(n)

> local i;

> global a,b;

> for i from 1 to n+1 do

> blil := bl[i] / ali,i]
> od;

> evalm(b)

> end:

\%

initialise(2):diagonalise(2) :resolution(2);
[7/12 betal - 1/6 beta2 + 1/12 beta3,
1/3 beta2 - 1/6 betal - 1/6 beta3,
7/12 beta3 - 1/6 beta2 + 1/12 betall

2.b On a bien py = 2.

Lorsqu’on choisit un pivot en ligne i, on fait apparaitre des zéros dans la colonne i en-dessous et au-
dessus, et on modifie également les colonnes précédentes et seulement la colonne ¢4 1 parmi les suivantes.
Autrement dit, apres les calculs correspondants au pivot d’indice 4, les colonnes d’indices 7 + 2 ou plus
ne sont pas modifiées.

C’est ainsi que le futur pivot d’indices (4,4) n’est pas modifié tant qu’on opere sur les pivots d’indices au
plus égal & i — 2 : c’est lors des calculs afférents au pivot d’indice ¢ — 1 qu’on modifie pour la premiere
fois le terme d’indices (4, ).

Par conséquent, aprés qu’on a choisi le pivot pg (d’indices (k + 1,k + 1)), on modifie le terme d’indices
(k+ 2,k +2) (qui valait encore 4) et on le remplace par 4 — 1/p; puisque le 1 d’indices (k+ 1,k +2) n’a
pas été encore modifié. C’est dire que le prochain pivot vaudra effectivement px11 =4 — 1/p.

Bien entendu, & la fin, on a p, = 2 — 1/p,_1 car le terme d’indices (n + 1,n + 1) vaut 4 jusqu'aux
opérations effectuées depuis le pivot p,,_; d’indices (n,n).

2.c Soit f:a+—4— 1. f croit sur ]0, +oo| et transforme I = [2,2+ /3] en f(I) = [7,2+4 V3] C I. Sur
cet intervalle, 0 < f/(z) < 1/4, donc f est contractante. On peut en conclure que la suite (u,) a tous ses
termes dans I et converge vers I'unique point fixe 2 + v/3 de f sur I.

2.d Aucun des pivots n’est nul (comme on l’espérait en écrivant le programme), donc A, 1 est inversible.

Question 2 Calculs explicites

3.a On a bien str ¢; = 4, co = 15. En développant, pour n > 3, ¢, suivant la premiere ligne, on obtient :
¢n = 4¢p_1 — ¢p—2. On invente un ¢y fictif, ¢y = 1, de sorte que la suite (c,) vérifie

co=1, c1=4, Yn2>=20,cpy2 =4cpt1 —Cp.

On résout classiquement cette récurrence.
Le polynéme caractéristique de la récurrence est X2 —4X +1 = (X —2 —+/3)(X —2+/3), de sorte qu’il
existe deux constantes a et 3 telles que Vn, ¢, = a(2 — v/3)" + B(2 + V/3)™. Imposant ¢y = 1 et ¢; = 4,
(2+ \/g)n+1 —(2- \/§)n+1

2v/3 '

Développant suivant la premiere ligne, on a également, pour n > 3 : b, = 2¢,,_1 — ¢,_2 donc finalement
b — (2+\/§)n+(2_\/§)n
n = 2

jobtiens : Vn, ¢, =

, formule valable d’ailleurs pour tout n.



De méme, développant suivant la derniere ligne : a,, = 2b,_1 — b,,_2 donc finalement, pour n > 2 :

_ 52 HVET - - vE)
an =3 . .

3.b On retrouve bien que A,, est toujours inversible.

2 1 0 4 1 0
3.c LesmatricesA3=|1 4 1 |etC3=1]1 4 1 | ontpourpolynémes caractéristiques respectifs
0 1 2 0 1 4

XA, = X2 —8X? +18X — 12 et xo, = X® — 12X? + 46X — 56.
Leurs spectres sont donc Sp(Az) = {2,3 — /3,3 + v/3} et Sp(C3) = {4,4 — /2,4 +/2}.

Question 3 Localisation des valeurs propres

3.a  Onraisonne par ’absurde, en supposant qu’il existe une colonne X non nulle telle que M, [, ..., @] X =
0. Notons ¢ un indice tel que 0 < |z;| = maxigr<n |[Zk|.

Si¢ =1 : on lit la premiere ligne du produit : (ay — A)z1 = —x2 donc |a; — A| = |za/z1] < 1 ce qui
contredit les hypotheses.

Si i =n: on lit la derniére ligne :(a, — N)a, = —2,—1 donc |ay, — A| = |[2p—1/2,| < 1 ce qui contredit
les hypotheses.

Sinon, 2 < i< n—1, on lit la ligne ¢ : (; — N)x; = —x;_1 — @i — 2 donc |a; — A| = %ﬁ’z < 2ce
qui contredit les hypotheses.

La preuve par ’absurde a bien été achevée.

3.b M,laq,...,a,] étant symétrique, on sait qu'elle possede n valeurs propres réelles (pas forcément
distinctes).

Si A est valeur propre de M, [aq,...,a,], c’est donc qu’au moins une des hypotheses précédentes n’est

pas réalisées, ce qui se traduit exactement en disant que A appartient a la réunion d’intervalles proposée
par ’énoncé.

Comme 0 ¢ 2—1,24+1U[4—-1,4+1U[4—2,4+2], Ay, B, et C, n’admettent pas 0 comme valeur
propre et sont donc inversibles.

2 Fonctions splines cubiques

Question 1 Un isomorphisme

D’apres la formule de Taylor pour un polynéme P de degré au plus 3 sur [a,b] : P = P(a)+ (X —a)P’(a)+

X — 2 X — 3
%P”(G) + %Pm(a)7 Papplication (évidemment linéaire) :

[Rg[X] — R?
P +— (P(a),P'(a),P"(a),P"(a))

est un isomophisme de ]R—es%)aces vectoriels.
Notons & : [S — R

POET s — (s(0),5(0),5”(0),57(0), s (1/n), ... 8T ((n = 1) /n))
d’une application linéaire. On va montrer qu’elle est bijective, donc un isomorphisme, et on en déduira
aussitot que dim S =n + 3.
11 suffit de montrer qu’a un (n + 3)-uplet w de réels correspond une et une seule application s € S telle
que P(s) = w.
Il existe un unique polynéme P, de degré au plus égal a 3 tel que Py(0), P5(0), PY(0) et P}"(0) soient les
quatre premieres valeurs de w : il s’agit de 'unique restriction autorisée de s a [0, 1/n].

il s’agit bien évidemment



Supposons, par récurrence, qu’on ait montré, pour k < n — 1, I'existence et 'unicité des restrictions de s
aux intervalles [0,1/n], [1/n,2/n], ..., [(k — 1)/n, k/n], restrictions qu’on notera Py, ..., Py_1.

Comme s doit étre de classe C?, on impose au polynéme Pj, restriction de s & [k/n, (k +1)/n] les valeurs
Py(k/n) = Py_1(k/n), Pi(k/n) = P,_(k/n), P!(k/n) = P! _1(k/n) et P!(k/n) est fixé égal & la
composante d’indice (k + 4) de w. Il y a bien existence et unicité de P.

Question 2 Une autre détermination des splines cubiques

2.a Remarquons que la condition (ii) imposera & g d’étre continue.

Montrons l'unicité de la forme de la restriction P; de g a l'intervalle [x;_1, ;] pour 1 < i < n. Pour cela,
. ) mi— m;
nous déterminons deux réels u; et v; tels que P; = éTl(x, - X))+ G—}Z(X —xi )P (X — 2 ) s
On vérifie que P/ (z;—1) = m;—1 et P'(z;) = m; de sorte que la condition (ii) est automatiquement
vérifiée.
2 2
La condition (i) se traduit par : mi e +uh + v, = f(x;) et mi—1— +v; = f(x;-1). On résout, et on

6
obtient : L 2
u; = M - g(mi — mi—1) et vy = f(xi—1) — Fmiq-

Dans ces conditions, on vérifie que

fx;) = fxiz) f(@i) = f(zio1)

h h
gh(zi_1) = — - E(m’ +2mi 1) et gy(xzi) = . + E(mid +2m;).
— 1) — _
2.b Le systéme requis est équivalent a f'(0) = M - g(ml +2mg), f'(1) = W +
%(mn—l +2my,) et, pour 1 <i<n—1,
f (@) —hf(l“z‘fl) n %(miq +om,) = f(xz'ﬂ)h— flai) %<mi+1 +oma).

Ceci se réécrit effectivement A,, 1M = B ou B est la matrice (3;) avec :

f(@1) = £(0) = hf'(0)

Bo = 6 b2 ;

B = 6f(fl’i+1)*QJCfS%)Jr]:(Zz—l)7 sil1<i<n-—l:
f(Q) = f(zn—1) —hf'(A

PR (OEY G EY 1)

2.c On vient de trouver I'unique spline cubique solution, puisque le systeme linéaire obtenu n’a qu’une
solution, A, 1 étant inversible.

n+3
2.d Autrement dit, la fonction [ § — R, ,

s — (s'(0),s'(1),s(x0),...,s(zn))
est un isomorphisme d’espaces vectoriels, et on retrouve dim S = n + 3.

qui est évidemment linéaire,

Question 3 Interpolation de Lagrange-Sylvester

3.a Soit L le polynéme de Lagrange (unique) de degré au plus égal & n qui coincide avec f aux points

- X —z;
i) . 1 L= i J .
(z;) : rappelons que Zz:% flx )g v,
Pour chercher le polynéme h, il suffit de chercher H = h — L qui est un polynéme de degré au plus égal
a n + 2 devant s’annuler en chaque z; et vérifier H'(0) = f'(0) — L'(0) et H'(1) = f'(1) — L'(1).




n
H est nécessairement de la forme H = H(X —x;) X Q(X) ou Q est un polyndéme de degré au plus 1.
i=0
Il y a exactement une solution.
n n—1

(f'(0) = 2'(0)) / [[(==i) et Q1) = (f'(1) = L'(1)) / [T (A = @:), ce qui

i=1 =0

En effet on impose Q(0)

détermine @ de fagon unique.

3.b Pour le cas n = 1.
La spline cubique g s’écrit ici :

o(z) = (2<f<o> )+ F0) + f’(1)>fv3 n (3(f(1) ~F(0) —2(F(0) + f’(l))>x2 702+ £(0)

et coincide avec le polynome de Lagrange-Sylvester h.

Pour le cas n > 2. Pour calculer la spline cubique g, on commence par construire la matrice colonne
B, ce qui cotte O( ) opérations, puis on résout le systéme A, ;M = B par la méthode du pivot, ce qui
cotite O(n®) opérations, et on applique enfin les formules de calculs des u; et des v;, ce qui cofite encore
O(n) opérations. Au total, on effectue donc O(n*) opérations pour déterminer g.

Pour le polynéme de Lagrange-Sylvester, il faut d’abord évaluer le polynome de Lagrange et ses dérivées
en 0 et 1. Il est difficile d’évaluer le cotit de ce calcul sans connaitre les régles du jeu : représentation des
polynémes, méthode utilisée pour la recherche du polynéome de Lagrange, cott d’un développement. . .
La précision de la méthode de la spline cubique est, comme ’annonce ’énoncé, un O(1 /n4).

Pour comparer avec la méthode de Lagrange-Sylvester, il suffit d’observer que ||M,]| < 1 (en réalité,
on a beaucoup mieux, puisque cette quantité tend vers 0) et donc que la précision est un o(1/n!) ce qui
est évidemment bien meilleur.

3 Un exemple de structure euclidienne

Question 1 Polynomes de Lagrange et produit scalaire

l.a On a affaire & une forme bilinéaire et positive. Vérifions qu’elle est définie : (P | P) = 0 si et
seulement si P s’annule en chaque i € {0,...,n}. Or un polynéme de degré au plus n qui admet n + 1
zéros distincts est identiquement nul : on a bien un produit scalaire.

X—J
i—j

1.b Les polynomes L; sont les polynémes de Lagrange : L; = H
i

Comme (Ly | Ly) = Z(Sikéw = Oke, la famille (Lyg,..., L,) est orthonormée, et donc une base ortho-
i=0
normée de E puisqu’elle a le bon cardinal.

—1) =
Ly = (el H(X §) donc X"+ (—=1)""nlLy = X" — H(X —j) est de degré n—1 : plus précisément,

n!

j=1 j=1
1
son monéme dominant est (1 +24---+n)X" ! = %X"_l.

1.c Plus généralement, pour 0 < k < n, on dispose de X™ + (=1)""**1kl(n — k)L, € R, _1[X].
L’orthogonal dans E de R,,_1[X] est une droite vectorielle.
(V[ X™)

Si NV est sur cette droite, donc orthogonal & R,,_1[X], on aura (N | Ly) = (—1)"F K(n— k)"
n—

n —k
Donc, nécessairement un tel vecteur vérifie N = (N | X™) E k' —L" = L.
(n

—k)!



n
Dans la suite, nous choisirons le vecteur N = Z(—l)k <Z> Ly.
k=0
On vérifie aisément que pour tout polynéme P € E| pour toute constante A et tout polynéme Q) € H, on
dispose de d(AP,H) = |A\|d(P,H) et d(P — Q,H) = d(P, H).
En particulier, puisque X" 4 (—1)""'nlLy € H, d(X™, H) = d((—1)"n!Lo, H) = n!d(Lo, H).

2
1.d Le coefficient de X" dans (1 + X)*" vaut < "
n

n n 2 n 2
n n n n 2n
u’il vaut aussi : g = g . On a montré : g = .
d (p) (” - p> (p> (p> ( n >

p=0 p=0 p=0

). Mais, considérant (1 + X)"(1 + X)", on trouve

l.e Alors d(X", H) = nld(Lo,H) = ||Lo — pa(Lo)||2 ou j’ai noté py la projection orthogonale sur H.
Or pour tout vecteur x, x — py(z) est le projeté orthogonal de x sur la droite engendrée par N donc
finalement :

n oy o || (Lo I N)
d(X™ H) = n! (]\?WN

1 B n! _ nl .
N s @t e

Question 2 Etude d’un endomorphisme de F

=n!
2 |

2.a Un reste dans la division euclidienne par II est un polynéme de degré au plus égal & degIl — 1 = n,
donc p(E) C E.
En outre I'unicité du couple quotient-reste assure de la linéarité de .

2.b  On écrit que II divise L; My — ¢(L;). Or L; divise II, donc L; divise ¢(L;). Comme dego(L;) <
n = deg L;, c’est qu’il existe un scalaire k; tel que ¢(L;) = k;L;.

Simplifiant par L;, il vient alors que (X — 4) doit diviser My — k;, et donc que k; = My(4).

Finalement : ¢(L;) = My(i)L;.

B est donc une base orthonormée de diagonalisation de ¢, qui est donc autoadjoint.

2.c ¢ sera un endomorphisme orthogonal si et seulement si toutes ses valeurs propres valent £1. La
condition cherchée est donc : Vi € {0,...,n}, My(i) € {-1,+1}.
Sous cette condition, ¢ n’est autre qu'une symétrie orthogonale, par rapport a Vect{L;, My (i) = +1}.

n n
2.d Ecrivant dans la base B un polynome P = Z z, | P||3 = Z 7.

)

i=0 i=0
Alors ¢(P) = ZMo(i)ﬂfiLi et donc (p(P) | P) = ZMo(l)l‘?
=0

=0 =
Soit M = max My (i) et ipr un indice tel que M = My(ipr). Soit de méme m = Orgig My (i) et iy, un
RN tn
indice tel que m = My (iy,).
On dispose clairement pour tout indice i de mz? < My(i)x? < Mx?, donc m||P||3 < (p(P) | P) < M||P|..
En outre les bornes sont atteintes pour P = L; et P = L;,, respectivement.
On en déduit :

M, siM>=0;

m, sim <O0; ot pe%lj(}((m)((p(])) | P) = {0, si M < 0.

win (7)1 P)={

PeBg(0,1)



