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CoNCcOURS CoMMUNS INP 2019

Epreuve de mathématiques, PSI, quatre heures
Corrigé

Probléme 1

Partie I — Deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables

Q1.

Q2.

+o0

Il s’agit de justifier, pour tout = € R, la convergence de l'intégrale / et-itz) g,
0

Soit x € R. L’application t — e est continue sur R, en tant que composition de l'ap-
plication polynomiale ¢ — —t(1 — itx), continue sur R, et a valeurs dans C, et de I'application
exponentielle, continue sur C en tant que somme de série entiere de rayon de convergence infini.
Elle est donc intégrable sur tout segment inclus dans R, et le probleme d’intégrabilité ne se pose
qu’au voisinage de +oo.

—t(1—itx)

t2e~t1-#2)| — 2=t et donc, par croissances comparées :

Pour tout nombre réel ¢ on a : ‘

—t(1—itx)

=0.

lim ﬂe
t——+o0
On en déduit : ’e’t(l”'m)
t2 12

voisinage de 400, puisque son exposant 2 est strictement supérieur a 1, donc par comparaison on
en déduit que Papplication t — e *(17%%) est intégrable au voisinage de +o0.

1 1
=,9 () Or la fonction de Riemann ¢ — — est intégrable au

+oo .

Ainsi I'intégrale / e~ t1=#2) 4t converge absolument, donc converge, et on en déduit que f (x)
0

existe pour tout x € R. Ainsi f est bien définie sur R.

Soit p € N. L’application ¢ — tPe™" est continue sur [0, 4o00[, donc intégrable sur tout segment
inclus dans [0, +00] : le seul probléme éventuel d’intégrabilité est au voisinage de +o00. La fonction
étant positive, on peut procéder par relation de comparaison. Or on a, d’apres le théoreme des

croissances comparées : han t2-tPe~! = 0. On en déduit :
—+00

1
et = o () .
t—+oo \ 2
. : 1 L ..
La fonction de Riemann t — 2 est intégrable au voisinage de +o00 parce que son exposant 2 est

strictement supérieur & 1, donc l'application ¢ — tPe~" est également intégrable au voisinage de
+o00 d’apres le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives.

+00
On en déduit que I'application ¢ — tPe~" est intégrable sur [0, +oo], donc I'), = / tPetdt est
0

une intégrale convergente.



Mathématiques PSI CCINP 2019 — corrigé

Q3.

Q4.

Donnons a présent une relation entre I'yyq et T', : passer de t**! & ¢? dans I'intégrande se fait en
intégrant par parties. Soit, donc, a un réel positif; 'application ¢ — e~ est continue sur [0, a] et
lapplication t — P! est de classe C! sur ce méme segment. On intégre la premiére et on dérive
la seconde ; d’apres la formule de I'intégration par parties, on a donc :

/ e tdt = [—tp+le_t]: - / (—e ) (p+ 1)tPdt = —a" e + (p+ 1) / e~Pdt.
0 0 0

Or : lim aPtle™® = (0 d’apres le théoreme des croissances comparées. On en déduit, quand
+ b
a—r+00

a — +o0o dans I’égalité ci-dessus :

too +oo
/ trtle”tdt = (p+ 1) / tre 'dt,
0 0

c’est-a-dire :
Ipyr = (p+ DI

+oo +
On a immédiatement : I'y = / e “du = {—e’“}ooo = 1. Voyons comment, par récurrence sur
0
p € N, on en déduit I'égalité : ', = pl. Si p =0, cela vient d’étre établi, vu que 0! =1 et I'y = 1.
Soit p € N, et supposons que I', = p!. Alors, d’apres I'égalité démontrée ci-dessus :

Py =+l =+ 1pt= @+ 1)}
donc 'égalité voulue est héréditaire. Nous 'avons initialisée, donc par principe de récurrence :
VpeN, TI,=pl

Nous allons montrer que f est de classe CP pour tout p € N, a I'aide du théoréme de régularité
CP des intégrales a parametre. Posons :

V(l‘,t) < R x R+, g(x’t) — e—t(l—itx) _ G_teitgm'

Alors :

— pour tout tout p € N et tout t € R, l'application = — g(x,t) est de classe CP sur R,
puisqu’elle s’obtient en composant une application polynomiale et I’exponentielle complexe,
et ona: "

Vte Ry, Vp e N, Ve € R, d—gc“z(:zr,t) = (z‘tQ)pe_te"tQI;
o Pg .
— pour tout p € N et tout z € R, 'application ¢t — @(a:,t) est continue par morceaux sur

R, par un argument analogue a celui ci-dessus;
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Q5.

Q6.

— pour tout p € N et tout (z,t) e R xR,,ona:

&g
daP

(z, 7f)| =t7e™;

et I'application t +— t?Pe~tdt est intégrable sur R, d’aprés la question Q2, ce qui démontre
a la fois, pour tout x € R, l'intégrabilité de t jii(x,t) sur R, pour tout p € N, et
I’hypothese de domination.

On en déduit, d’apres le théoreme de régularité C? des intégrales a parametre, que f est de classe

CP sur R pour tout p € N, indéfiniment dérivable sur R, et on a :

+oo 0Pg

VeN, Ve eR, [P(z) :/
o daP

+o0o .
—Z (2, t)dt = / tPPeti-ita) gy,
0

D’apres la question précédente, on a :

f(p)(()) _ ﬁ

(2p)!
p! p! '

p!

+o0 9 —t P )
Vp € N, tPetdt = —=T'y, =
0 pl P

Ce terme n’est jamais nul et on a, pour tout x non nul et p au voisinage de I'infini :

’f p+1
P
—|—1 2(p+1))! ! 2p+2)(2p+1
(p _ @+t p m:(p )(2p )|x| ~ dplz| — +oo,
’ﬂp( ) ‘ -+l ) prl e IR
pl
- f®(0) . N s .
donc, pour tout x € R non nul la série Z ' 2P diverge grossierement d’apres la regle de
p

p=0

f(p) (0)
|

D’Alembert. On en déduit que le rayon de convergence de la série entiere Z x? est nul.

p=0

Si f est développable en série entiere en 0, alors f est égale a sa série de Taylor dans un voisinage de
0; or sa série de Taylor diverge en tout réel non nul d’apres ce qui précede, donc c¢’est impossible.
On en déduit que f n’est pas développable en série entiere en 0.

Nous allons vérifier que g est de classe CP sur R pour tout p € N grace au théoréme de dérivation
terme a terme, démontrant au passage I'existence de la somme qui définit g. Posons :

VEEN, Vz € R, gp(z) = e F1-%a),

Pour tout £ € N, I'application gy est manifestement de classe C*> sur R : a multiplication pres
par la constante e~*, elle s’obtient en composant I’application polynomiale x — k?z, de classe C*®
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Q7.

sur R et a valeurs dans R, avec I'exponentielle complexe x — €, de classe C* sur R parce que
sa partie réelle (le cosinus) et sa partie imaginaire (le sinus) le sont. On a de plus :

Vk e N, Vpe N, Vx € R, g](cp) (z) = (Z'k2)pe—lcez‘k?g;7

avec la convention ici que pour p =k =0, on a : k% = 1.

Pour tout p € N, étudions le mode de convergence de la série de fonctions Z gr : pour tout
k>0

pEN, tout k € N et tout z € R, on a : |g” (z)| = k*e~*. On en déduit :

VpeN, VkeN, [|gP | = k¥>e*.

Montrons que pour tout p € N, la série Y _ | gl(f ) oo = D k*Pe™* converge : elle est & termes positifs,
k>0 k>0
et on montre comme aux questions Q1 et Q2 que ke * = L0 (1?12>7 grace au théoréme des
—+00

croissances comparées. Or la série de Riemann Z —
L2
k>1
strictement supérieur a 1. D’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, on en
déduit que la série Z k*’e~* converge pour tout p € N.
k>0

converge parce que son exposant 2 est

Ainsi, pour tout p € N la série Z g,(cp ) converge normalement, donc uniformément (et simplement)

k=0
+oo
sur R. D’apres le théoreme de dérivation terme a terme, on en déduit que g = Z g est de classe
k=0

CP pour tout p € N, donc de classe C*, et on a :

—+00 —+o00o
Vp eN, Vr € N, g(p)(x) — Z g,(f)(:v) — P Z k’2p€_k€ik2x,
k=0 k=0

Soit p € N. D’apres la question précédente :

+00 +oo
‘g(p)(())’ — Z'pz k2Pe—k| — ||P Zkae_k .
k=0 k=0

Or |i| = 1, et la somme est positive, donc :

+00 +00
\g(p>(0)‘ =Y ket = pTe £ Y [Peh > e,

d’ou le résultat.
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Q8.

Q9.

p2p e —-P
|

Montrons que la série entiere Z
p=0
nul, et pour tout p au voisinage de +o00, on a :

2P est de rayon de convergence nul. Pour tout réel x non

‘ (p+ 120+ De=0+1) a:p“‘ §
+1)! 1 _ B
e = (14 2) o+ el 2 pe el — 4o
r-e- . p p—+00
o
‘ (p41)2(P+D = (p+1) p+1’
donc, pour tout z € R non nul : lim (’; :plg!_p = 4o00. D’apres la regle de D’Alem-
2 p——+00 Tmp‘
bert, la série Z P ' 2P diverge donc grossierement pour tout x non nul, donc la série entiere
p=0 p:

Z ' a2 est de rayon de convergence nul.
p=0
Or:VpeN, ' > - Donc, d’apres le théoreme de comparaison des séries entieres, le

p: p:

g(p)<0)

‘ 2P est inférieur ou égal a 0, donc est nul.
p!

rayon de convergence de la série entiere

p=0
Par le méme argument que dans la question Q5, on en déduit que g n’est pas développable en
série entiere en 0.

Partie II — Le théoreme de Borel

Ona: X%?+1=(X+1i)(X —1i). La décomposition en éléments simples assure 1'existence de deux
nombres complexes a et b tels que pour tout z € C différent de 7 et —1 :

1 a b

1—|—x2_x—i+x—|—i'

Pour les déterminer, notons que si I’on multiplie cette égalité par x — 7, et qu’on pose x = 7, on
obtient :

1
- — a/7
21
et de méme, en multipliant cette égalité par x +1 et en posant x = —¢, on obtient b = —%. Ainsi :
1 1 1 1
Vr € R, =_< - — )
14+22 2i\x—1i x+1i
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Q10. Tout d’abord, v est de classe C* sur R, en tant qu’inverse d’une application polynomiale qui ne

Q11.

Q12.

s’annule pas sur R. On doit montrer par récurrence que pour tout p € N et tout x € R :

(=1)Pp!
(x —q)ptl’

¥(z) =

Pour cela, notons qu'il s’agit d’une évidence si p = 0, par définition de 1. A présent, soit p € N,
et supposons que cette égalité soit vraie pour tout x € R. Alors, en la dérivant, on obtient :

Ve eR, P (z)= (w‘p))' (z) = (=1)"p! x <—(xp_t;,+2> = (=P (p+ 1)l x (:U_;)HHI,

d’ou I’hérédité de cette I'égalité. Elle est donc vraie pour tout p € N et tout z € R par principe
de récurrence.

Un raisonnement analogue a celui de la question précédente permet de montrer que pour tout

1)y
p € N, la dérivée p-ieme de x +— O est x — m. Or, d’apres la question Q9, on a :
1 1 1
v c R, - = ( . ) )
‘ 1) 2i\r—1 x4+

donc, pour tout p € N, on a :

—1)Pp! 1 1 —1)Pp! AP+l _ (o 5\t

veeR, oP@- (L L) U ) oo
2i (x —i)ptl (x4 q)pt! 2i (2 4 1)p+!

Soient p € N et x € R. Alors :

(i) = (=i = 2iIm (2 +0)P)| < 2|+t = 20 + P = 2 (Va2 + 1)""+1 ,

+1
d’ott le résultat demandé en écrivant : ( x? 4+ 1)p = (2% + 1)%.

En utilisant I’expression de ¢®)(z) trouvée dans la question précédente, on en déduit :

‘(,D(p)(l’)’ _ 11' 5 |($+i)P+1 — (x — 7;)1’+1| . (> +1)= _ p!
1 2 (x2 + 1)ptl T (2?2 1) (22 + 1)%1,

et si x est non nul on peut méme écrire :

p! P! p!

< = .
(z2+ 1% (22)% |zt
Finalement : |
* (p) p:
¥peN, ¥z eR", ol ()] < o
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Q13.

Q14.

Q15.

Q16.

Notons d’abord que si a = 0, alors I'inégalité demandée est une évidence. Nous mettons donc ce
cas de coté plus bas.

Pour tout réel v et tout réel x, on a : p,(x) = ¢1(ax). Ainsi ¢, n’est rien d’autre que la composition
de la fonction z — ax et de @1, ce qui permet d’écrire par une récurrence facile :

, (1)

et donc, d’apres la question précédente (ou 'on remplace x par ax), pour tous réels « et z non
nuls on a :

Va e R, Vp e N, Vo € R, ‘gp&p)(x)’ = ‘apgpgp)(ax)

p! p!
P EN, ol ol @] <l x o =

d’ou le résultat.

Soit n € N. Pour tout z € R, on a : u,(z) = a,2"p,, (x). Or f, : x — a,x™ et ¢,, sont de classe
C* sur R. D’apres la formule de dérivation de Leibniz, ’application u,, est de classe C* sur R
et on a :

Vp € N, Vx € R, uﬁlp)(x) = Z (p) fék)(ﬁ)g&gl—k)(x)

k=0
p |
. p n: n—k, (p—k)
- a’n z Span (l’), (2)
> (1)
d’ou le résultat.
k

Soient n > 0 un entier et p € [0,n — 1]. Alors x +— 2"~% g’annule en 0 pour tout & € [0, p] (sous
cette hypothese, ona: n—k > n—p > 1). Donc, d’apres la question précédente, on a : u®(0) = 0.
A présent, si Uon prend p = n dans (2), on constate que le terme de la somme correspondant a
k =p = nest nlp,, (z) : il est égal & n! quand = = 0. Tous les autres termes de cette somme
s’annulent en 0 pour la méme raison que ci-dessus. Donc :

u{™(0) = nla,.

Soient n € N*, p € [0,n — 1] et x € R. Si # = 0, alors ce cas fut déja traité dans la question
0 n—p—1
Q15, et on a bien ’u%p)(O)‘ =0 < U

Vo

p!2™. Supposons donc x # 0. D’apres (2) et 'inégalité
triangulaire, on a :
uP ()] < zpj p ”7!|x|n—k|an| e @)|.
" = \k) (n—k)! an
D’apres la question Q13, pour tout k& € [0,p] on a :

- 1 _ 1 (p—k)!
. pP=k) — . pP=F)
|6Ln| ‘(papn (l’)’ - /—n‘ |an| ‘gpapn (l’)‘ < /—n‘ |I’|p_k+17

7
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Q17.

et on en déduit :

n—p—1 P ] n—p=1 P .| | n—p- !

®) o |z|"P <p> n! ! || pl_nl || | n!
w(x)| < ——— E —_— E < ! E —_
’ " ( )‘ \/n! k=0 k (n — IC) (p ) \/n! ) k' ( — k)' \/n! p k=0 k'(n — /{I)'

car n = p et nous sommons des termes positifs. Or, d’apres la formule du binéme de Newton :

n

Zk,(n_ zi:( >1k1”-’f:(1+1)":2”,

done nous avons démontré :
’$‘n—p—1
n
12 ,

Jl U

[u (@)| <

et c’est le résultat attendu.

Pour répondre a cette question, nous allons appliquer le théoreme de dérivation terme a terme sur
tout segment de R, dans le cas des applications de classe CP.

Soit a € R. D’apres la question précédente, on a :

7 o P2l

Vn! ComnE

VpeN, Vn>=p+1, Vx € [—a,al, ‘u(p)(x)’ <

dong, si I'on considére la norme infinie sur [—a, al :
p12"|a[" P

VpeN, Vn>p+1, 0<||u§f’)||oo< .
(n!)?

(3)

n n—p—1
L. p'2"a PPN
Pour tout p € N, montrons que la série E |7|1 converge. C’est une série a termes

n>pr1 (n!)?
positifs, et pour tout p € N, pour tout n au voisinage de +oc, on a :

pl2n+fqfn

e 9
(+DbF _ 2

pl2%al" Pt \/n 1 notoo
(n))?

pl2"a|P1

donc la série Z ————— converge d’apres la regle de D’Alembert. On en déduit, d’apres
n>pt1 (n!)?
(3) et le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, que la série de fonctions Z u®
nzp+1

converge normalement, donc uniformément (et simplement), sur tout segment de la forme [—a, a].
D’apres le théoreme de dérivation terme a terme, vérifié sur tout segment de R (on peut en effet
inclure tout segment de R dans un segment de la forme [—a,a]), on en déduit que la somme

8
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+o00
Z u, est de classe CP sur R pour tout p € N, donc de classe C*> sur R.. Il en est donc de méme
n=p+1
+00
de U = Y u, (on ajoute une somme finie de fonctions de classe C*), et on a :
n=0

+oo
VpeN, VzeR, UP(z)=> ulP(z).
n=0

+oo
Q18. On a: U(0) = > u,(0). 11 est évident, d’aprés la définition de u,, que u,(0) = a, si n = 0 et

n=0
un(0) = 0sin > 1. Donc U(0) = ay,.
Soit p > 1 un entier. Alors :

+o0
U(0) = 3 ulf)(0),
n=0

et d’apres la question Q15 on a u®(0) = 0 dés que p < n — 1 (c’est-a-dire n > p + 1) et
ul(f’)(O) = pla,, donc :

p p—1 p—1
UP(0) = > uP(0) = > ul(0) + ul(0) = > ulP(0) + pla,,
n=0 n=0 n=0

d’ou le résultat.

Q19. Soit (b,)pen une suite a valeurs réelles. Inspirés par la question précédente, on cherche une suite
(@n)nen qui vérifie :

bo = ao,

b1 = U6<O) + ].!CLl,

by = wug(0)+ uf(0) + 2lay,

p—1
Vp e N\ {0}, b, = 20 ulP)(0) + pla,.

Pour cela, on note qu’on peut construire une telle suite par récurrence ainsi, en posant successi-
vement :

1 1
ay = by, a = — <bp _ pz u%p)(0)> 7
Qo = Qo puis : Vp € N\{0}, r: n=0

B (8% == \/ZT!GJ
Ve € R, up(z) = agpa, (), Vr € R, up(xz)7 = apfp:;a (z).

Il s’agit bien d’une construction par récurrence licite (la définition de a, n’utilise que b, et des
fonctions déja définies pour des rangs strictement inférieurs a p). Alors, d’apres les questions Q17
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+oo
et Q18, 'application f = > u, est de classe C* sur R, et on a :
n=0

p—1 p—1
Vp € N, f(p Z u(p) 0) +pla, = Z ug”)(O) + b, — Z u,(lp)(O) =
n=0 n=0

ce qui démontre bien 'existence d'une fonction f indéfiniment dérivable sur R telle que pour tout
p € N, on ait : f)(0) = b,

Probleme 2

Partie I — Eléments propres d’une matrice

1.1 — Localisation des valeurs propres.

Q20.

Q21.

Puisque z est un vecteur propre de A = ((am))lgijgn associé a la valeur propre A, on a : \x = Ax.
Comparer, pour tout ¢ € [1,n], la i-ieme ligne de chaque membre de cette égalité matricielle
donne bien :

Az =Y a;;m;. (4)
j=1

On reprend I'égalité de la question précédente avec i = 1. On obtient, d’apres I'inégalité triangu-
laire et le fait que |z;| < |z;,| pour tout j € [1,n] :

n n
|x10| Z |ai0,j| ' |:EJ| < |xi0| Z |ai0,j|v
j=1 j=1

or |z;,| > 0 (sinon, toutes les coordonnées du vecteur z étant inférieures ou égales a x;, en valeur
absolue, on aurait : Vi € [1,n], z; = 0, ce qui est impossible puisqu’un vecteur propre est non
nul), donc en divisant par |z;,| on obtient :

n
A< 2 laio sl
j=1

n
On a bien str Y _ |a;, ;| < max {Z |a”|}, donc :

= i€l,n]

|A| < max {Z!aw\}

i€[1,n]

10



Mathématiques PSI CCINP 2019 — corrigé

Q22. La matrice A,(«, ) est symétrique et a coefficients réels, donc d’apres le théoréme spectral elle
est diagonalisable sur R et ses valeurs propres sont donc réelles.

Q23. D’apres la question Q21 on a, en inspectant la somme des coefficients de chaque ligne de A, (a, 3)
(attention a la premiere et a la derniere) :

Al < max {|a] + |B], la] + 2|8, 18] + |al} .
On a évidemment || < 2|3] car || > 0, donc :
A< faf +205].

1.2 — Calcul des valeurs propres de A,(«, f3).

Q24. Pour = 0 et § = 1, la question Q23 montre que toute valeur propre A de A,(0,1) vérifie :
Al < 2, Cest-a-dire : 3 € [—1,1]. Or la fonction cosinus est surjective de [0, ] dans [—1, 1], donc
pour toute valeur propre A de A,,(0, 1) il existe # € [0, 7] tel que A = 2cos(6).

Q25. Soit n € N\ {0,1,2}, et soit A € R. Pour calculer x4, (\) = det(Al,, — A,(0,1)), on développe
par rapport a la derniére colonne ou ligne ce déterminant et on obtient :

A1 0 - 0
XAn0)(A) =X Xa, ;oA +0 0 0 =1 0,

: ) A0

0 -« 0 -1 —1

On développe ce dernier déterminant par rapport a la derniére colonne : il égale —xa4, ,0,1)(A).
Ceci vaut pour tout A € R, et on en déduit :

XA, (0,1) = X * XAy 1(0,1) — XAp_2(0,1)-
En composant avec 2X cette relation, on obtient :

n = 3, Un =2X- Un,1 — Un,Q.

Q26. Montrons par récurrence forte sur n € N\ {0} que :

_sin((n +1)0)
V0 €]0, 7], Un(cos()) = o) (5)
Pour n = 1, on a : A;(0,1) = (0), donc x4, = X, et : Uy = 2X. On en déduit : V8 €]0, x|,
Uy (cos(f)) = 2cos(f). Or :

sin(20)  2sin(0) cos(6)

v9 €0, sin(9) sin(6)

= 2cos(6),

11
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Q27.

d’ou la proposition au rang n = 1.
A présent, soit n € N\ {0}, et supposons que (5) est vérifibe pour tout rang strictement inférieur
a n. Alors, d’apres la question précédente, pour tout 6 €]0, 7| on a :

Upn(cos(f)) = 2cos(0)U,,—1(cos(0)) — U,—2(cos(f)),
et en utilisant I’hypothese de récurrence on a :
sin(nd)  sin((n —1)0) _ 2cos(f) sin(nd) — sin((n — 1)0)
sin(6) sin(6) sin(6) '
Or, d’apres nos formules de trigonométrie préférées, nous avons pour tout 6 €]0, 7| :

sin((n — 1)8) + sin((n + 1)) = 2sin(n#) cos(6),

VO €]0, [, U,(cos()) = 2cos(d)

donc : in(( 16)
sim((n +
Vo €]0, 7|, U,(cos(f)) = ——————=,
] [ n( ( )) sm(@)
d’ou la proposition au rang n.
Ayant 'initialisation et I’hérédité, par récurrence forte sur n nous avons démontré :

Wn e N\ {0}, V0 €0, 7], Us(cos(d)) = W

Les valeurs propres de A,,(0, 1) sont exactement les racines de son polynoéme caractéristique. Or,
pour tout 6 €]0,7[, on a :

sin((n + 1)6)
sin(6)

Voyons a quelle condition sur  cette quantité s’annule. Soit # € R. Alors :

XAn(0,1)(2c0s(0)) = Uy (cos(f)) =

g
n+1

Uy(cos(f)) =0<=sin((n+ 1)) =0<=3Jj€Z, (n+1)0=jn<=3j€Z, 0=

On en déduit que x4, admet pour racines tous les réels de ’ensemble :

{QCOS (n]:l) j € [[1,71]]} :
Notons que cet ensemble contient n éléments : en effet, pour tout j € [1,n] on a nj—fl € [0, 7], et le
cosinus est strictement décroissant sur [0, 7], donc il y est injectif. Ceci prouve que les 2 cos (nj—L),
pour j € [1,n], sont distincts.
Ainsi nous avons la n racines de x4, ; or xa, est de degré n, en tant que polynoéme caractéristique
d’une matrice d’ordre n : il s’agit donc de l'intégralité des racines de x4,. On en déduit que
I’ensemble des valeurs propres de A,(0,1) est {2 cos (;—g) ;7 €1, n]]}
Puisque A,,(0, 1) admet n valeurs propres distinctes, elles sont toutes simples, et on en déduit que
les sous-espaces propres associés sont de dimension 1.
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Q28.

Q29.

Q30.

Q31.

L1
Soit x = | : | un vecteur propre de A,(0,1) associé a la valeur propre 2cos(f;). On reprend
xn
I'égalité (4), en prenant soin de distinguer la premiere ligne (qui donne : 2cos(;)x; = z2), la
derniere ligne (qui donne : 2cos(#;)z, = x,_1) et les lignes intermédiaires (qui nous donnent :
Vk € [2,n — 1], 2cos(0)xy = x_1 + Tx41). D’ou :
—2cos(bj)xy +x2 = 0,
Vk e [2,n—1], xg—1 —2cos(b;)xr + 241 = O,
Tp_y — 2cos(b;)z, = 0.

Soit (ug)ren une suite de E. L’équation caractéristique de sa relation de récurrence linéaire est :
72 —2cos(f;)r + 1 =0, qui est de discriminant :
4 (cos(;))? —4 = —4(sin(6;))> < 0

car 0; = n]—:l €]0, [. On en déduit que les racines de I’équation sont complexes, égales a :

cos(0;) +isin(6;) = e, et cos(f;) —isin(d;) = e,

donc la théorie des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 nous dit que (uy)ren appartient a F si et
seulement s’il existe (o, 3) € R? tel que :

Vk € N, w, = acos(kb;)+ [sin(kb;).

En particulier, £ = Vectgr {(Cos(k‘é’j))keN : (sin(kHj))keN}, et c’est un espace vectoriel de dimen-
sion 2.
Soit (ug)ken € E une suite telle que ug = wu,1; = 0. D’apres la question précédente, il existe
(o, B) € R? tel que :

Vk € N, wu, = acos(kb;) + Bsin(kb;).
L’hypothese vy = 0 implique a = 0, tandis que u,4+; = 0 équivaut a : Ssin((n + 1)8;) = 0. Or
sin((n + 1)6;) = 0 d’apres la résolution de la question Q27, donc u,+1 = 0 si et seulement si
0 =0 : c’est toujours vérifié.
On en déduit que l’ensemble des suites (ug)ren € E telles que ug = u,11 = 0 est :

{(Bsin(k0;)),cn | B € R} = Vect {(sin(k0;)), o } -

T
D’apres la question Q28, x = [ | € M, 1(R) \ {Om, ,r)} est un vecteur propre de A,(0,1)
:En
associé a la valeur propre 2 cos(6;) si et seulement si :
—2cos(b)xy +x2 = 0,
Vk e [2,n—1], xp_1 — 2cos(b;)xy + T
Tp_y — 2cos(b;)z, = 0.

|
o

13
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Q32.

c’est-a-dire, si l'on pose : g = z,41 = 0, si et seulement si :
Vk € [1,n], xr—1 —2cos(0;)xr + zx11 = 0.

Donc z est un vecteur propre de A, (0,1) associé a la valeur propre 2cos(f;) si et seulement si
ses coordonnées sont les premiers termes d’une suite (uy)gen de E vérifiant ug = u, 41 = 0. Nous
avons déterminé I’ensemble de ces suites dans la question précédente : on en déduit que I'espace
propre de A,(0,1) associé a la valeur propre 2 cos(6;) est :

Vectr {(sin(Wj))keul,nu} :

Soit (o, 8) € R% Si 8 = 0, alors A, («, 3) = al,. Son unique valeur propre est «, et I'espace
propre associé est M,, ;(R). Supposons donc 3 # 0 a présent. On a :

An(e, B) = al, + BAL(0,1).

I
On en déduit, apres de menus calculs, que z € | | € M, 1(R)\ {Owm, ,(r)} est un vecteur propre
Tn
de A, (a, ) associé a A € R si et seulement si :
A—a
B

A0,z =

z,

« , ,
. Or nous avons démontré

si et seulement si z est un vecteur propre de A,(0,1) associé a

dans la question Q27 que 'ensemble des valeurs propres de A,,(0, 1) est {2 cos (nj—fl) ;7 €1, n]]}

Donc A est une valeur propre de A, (a, ) si et seulement s’il existe j € [1,n] tel que :

A—a (jw)
——— = 2cos .
15} n+1

L’ensemble des valeurs propres de A, (a, ) est donc :

{04—1—26008 <n‘]:1) 1JE [[1,n]]}.

La question Q31, et la réflexion ci-dessus, montre alors que pour tout j € [1,n], le sous-espace

propre de A, (a, 3) associé a la valeur propre a + 2[5 cos (%) est :

Vectr {(sin(kﬁj))ke[[m]]} )
Partie II — Systeme différentiel

14
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I1.1 — Matrices par blocs

Q33. On a immédiatement : 4B D O”) = <AD_BC B

C D)\-C I, CD-DC D
mutent, donc CD — DC' =0,,, et on a :

A B D 0,\ (AD-BC B (6)
C D)\-C I,] 0n D
Q34. Nous savons que le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs est égal au produit des dé-

D 0”)) = det(D) det(I,) = det(D). De méme :

>. Par hypothese C' et D com-

terminants des blocs diagonaux, donc : det ((_ oI

det ((ADO_ BC g)) = det(AD — BC') det(D). Prendre le déterminant dans 1’égalité (6) donne

donec :

det ((é g)) det(D) = det(AD — BC) det(D),

et si D est inversible, alors det(D) # 0 et on peut diviser cette relation par det(D) pour obtenir :

det ((é g)) = det(AD — BC). (7)

Q35. Le polynome caractéristique de —D est non nul, donc admet un nombre fini de racines réelles
non nulles. Notons Ag la plus petite d’entre elles en valeur absolue, et soit py € N\ {0} un entier

1 1
quelconque tel que — < |Ag| (il en existe, vu que : lim — = 0). Alors pour tout p > pg, on
Do Po—+00 Py
1

1 1 1
a — < — < |\, donc — ne peut pas étre une racine de y_p, et : x_p () # 0. Ceci équivaut
p Po p p
1 1
précisément a : det (D + In> # 0, et donc a I'inversibilité de la matrice D + —I,,. On a donc
p p
bien montré que pour tout p > pg, la matrice D + —1I,, est inversible.

1
Q36. Soit pg € N\ {0} un entier tel que pour tout p > py, la matrice D + —I,, soit inversible. Si D et C
p
commutent, alors il est immédiat qu’il en est de méme de D + —1,, et C', donc d’apres (7) on a :
p
A B 1
det 1 = det (A (D + In> - BC) : (8)
p

C D+ -1,
D

15
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Or :

I A B ) _(as ¢ tim (a(D+21)—BC)=aD—BC
pJTooCDJr];Jn—CD’e'pE&o L =AY

(c’est une évidence qui peut par exemple se démontrer coefficient par coefficient), et le déterminant

est continu du fait de sa multi-linéarité sur un espace vectoriel de dimension finie, donc est
séquentiellement continu, et on en déduit :

A B
A B
pgrlloodet C D—i-];fn det ((C’ D>> , et

lim det (A (D + 1In> - BC) = det(AD — BC).

p—r+00 p

Donc, quand p — +o00, l'identité (8) et l'unicité de la limite impliquent :

det ((é g)) = det(AD — BC),

d’ou le résultat méme si D n’est pas inversible.
Q37. Pour tout A € C, on a :

xn(A) = det(My, — N) = det ((ﬁ& ;}:)) ,
et les matrices —M et AI,, commutent. Donc, d’apres les questions précédentes :
VA€ C, xn(\) =det(AL, - A, — (—1,) - (=M)) = det(\’I,, — M) = xn(N?).
On en déduit que p € C est une racine de Yy si et seulement si p? est une racine de x,,, donc :

Sp(N) = {n € C; i* € Sp(M)}.

Q38. Si x est un vecteur propre de M associé & 12, en particulier il est non nul, donc (/Z) est également

~ (;) - <g4 é) (5%) - (f‘%) B (/52:;) - (ﬁ-) |

donc (ix> est bien un vecteur propre de N associé a la valeur propre pu.

non nul. De plus :
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Q39. Si M est inversible, alors 0 n’est pas valeur propre de M, et donc n’est pas valeur propre de N
d’apres la question Q37 : on en déduit que sous cette hypothese, N est également inversible.

Si M est de plus diagonalisable, alors d’apres le critére de diagonalisation, on a :

> dim(ker(M — X1,)) = n. 9)

AESp(M)

De plus, d’apres la question Q37, si A est une valeur propre de M alors ses deux racines carrées fiy
et —puy sont des valeurs propres de NV (il existe bien deux racines carrées car A # 0 : par hypothese
M est inversible). La question Q38 assure de plus que les applications linéaires :

ker(M — \I,,) — ker(N — puyls,) ker(M — \I,,) — ker(N + prls,)

T , et T
T T
HAT —HAT
sont bien définies, et elles sont clairement injectives : si < ii $> = 05, alors en particulier x = 0,,,
A
donc leurs noyaux sont réduits au vecteur nul. Ceci démontre que pour toute valeur propre A de
M, ona:

dim(ker(N — pxls,)) = dim(ker(M — A1,,)), et dim(ker(N + prlz,)) = dim(ker(M — A1,))

(c’est par exemple une conséquence du théoréeme du rang). En conclusion :

> (dim(ker(N — prlo,)) + dim(ker(N + palo,))) = > 2dim(ker(M — 1,)) © 2n,

AESp(M) A€Sp(M)

mais on a aussi : Y. (dim(ker(N — pyls,)) + dim(ker(N + prls,))) < 2n, puisqu’il s’agit de

AESP(M)
la dimension de la somme directe @ (ker(N — pupla,)) @ ker(N + upla,)) (les py sont tous
AESP(M)
distincts pour A € Sp(M)), qui est incluse dans 'espace vectoriel My, 1(C) de dimension 2n. On

en déduit :

> (dim(ker(N — ppls,)) + dim(ker(N + palsy,))) = 2n,
AESP(M)

donc d’apres le critere de diagonalisation la matrice N est diagonalisable.
En conclusion, si M est diagonalisable et inversible alors N 1’est également.

I1.2 — Application a un systéme différentiel dans le cas ou n = 2

Q40. Si 71 et 25 sont deux applications de classe C? sur R, alors :

¥y, = o) 'y 0 0 1 0\ /x
" " 7 - / )
Ty = T — 2T9. Ty = —2x1 + T2, xy -2 1 0 0f |2}

17
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donc le systeme étudié équivaut au systeme différentiel du premier ordre X' = BX, ou :

T1
| T2 . . 02 Iy
X= || et:B= (AQ(—2,1) 02> € My(R).
'y

D’apres le théoreme de Cauchy linéaire, I’ensemble des solutions de ce systeme est un espace
vectoriel de dimension 4.

Q41. Pour déterminer les valeurs propres de B, il suffit d’extraire les racines carrées complexes des
valeurs propres de As(—2,1) d’apres la question Q37. Or, d’apres la question Q32 (ou par un
calcul direct dans ce cas particulier trés simple...), le spectre de Ay(—2,1) est :

{—2 + 2 cos (g) ,—2+ 2cos (?)} ={-3,—1}.

On en déduit que I’ensemble des valeurs propres complexes de B est :
{(V3i, —V/3i,i, —i}.
Ainsi B admet quatre valeurs propres distinctes et est d’ordre 4, donc est diagonalisable dans C.

Q42. La question Q32 (ou un calcul direct) permet de déterminer les sous-espaces propres de Ay(—2,1) :

ker(Ay(—2,1) + I5) = Vectr { G) } , et ker(Ay(—2,1) + 313) = Vectr { (_11> } .

D’apres la question Q38, on a donc :

1 1
ker(B —il;) = Vectr 1 , ker(B + il4) = Vectr _12 ,
l —1
1 1
: -1 . —-1
ker(B — v/3il;) = Vectg i3 , et ker(B 4 /3ily) = Vectg i3
—iV/3 iv3

Dong, si I'on prend pour P € My(C) la matrice de passage suivante entre la base canonique de
M4,1(C) et une base de vecteurs propres de B adéquate :

1 1 1

P = _.1 ._1 1.
—2\/§ Z\/g —1

i3 —iv3 —i

la formule du changement de base implique : B = PDP~!.

S S
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Q43. La matrice D est diagonale, donc bien siir diagonalisable, de valeurs propres les coefficients dia-
gonaux, et ses éléments propres sont les vecteurs de la base canonique de M, ;(C). Un systeme
fondamental de solutions de Y’ = DY est donc (Y7, Y2, Y3, Yy), ou :

R —» C
1
Y : t»—>e_i\/§t0 , Yo
0
0
R —» C
0
Ys: t = e O » Ya:
1
0
n
Autrement dit : Y = Y2
Y3
Ya

Vte R, Y(t)=aYi(t)+ 8Ya(t) +vY3(t) + 0Ya(t) =

44. Soient z; et x5 deux applications a valeurs complexes et de classe C? sur R. Si X =
pPp p

R — C

Y

0
o e |l
0
0

vérifie Y/ = DY si et seulement s'il existe (a, 3,7,d) € C* tel que :

o efi\/gt
Bei\/gt
—it

5 ez’t

T

T2

;| et
Ly
T

Y = P71X, ol P est la matrice de la question Q42, alors Y’ = P71 X’ et 2, et x5 sont solutions

du systeme (2) de I’énoncé si et seulement si :

[P~'x]

X'=BX < X' =PDP'X'<' P 'X' =DP'X

«— Y =DY

— 3(@,5,7,5) S C4, Vt € R, Y(t) —

19
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si et seulement si (aprés multiplication & gauche par P) il existe («, 3,7,6) € C* tel que :

etV eV 4 B | et 4 et
VteR, X(t)=P 56@\/3:5 _ e V3t 6ei\/§t et 4 gett
) ,Ye—it _i\/—ae—ift + i\/—ﬁeift ive it 4 j§eit
det iv/3ae V3 — i\/3BeV3 — iy it + idet
I
ce qui équivaut, étant donné que X = i? , & lexistence de (a, 3,7,6) € C* tel que :
1
T
vier [ @) = ae ¥+ BeVS £yt 4 get,
’ ng(t) = —ae_i\/gt _ 5€i\/§t + ,ye—it + 5€it.

On cherche a présent a quelle condition on a : (z1(0), x2(0), 2} (0), 25(0)) = (1,0,0,0). Ces condi-
tions équivalent au systeme linéaire :

a +8 +y +0 =1 a +5 4y +0 =1
—V3a +V38 -y +6 = 0 —V3a +V38 - 46 = 0
V3a =3B —y +5 = 0 —2y 420 = 0 (Ly+ Ly+ Ls)
o +6 = % <L1<—L1—2L2)
PN 2v 420 = 1
—V3a +V38 —y 4+ = 0
4 =1 (L4<—L4+L2)
a +5 = %
= 7=
—V3a +V38 =0
=
o +0 = %
_ 1
— 7T
2v/383 LB (Ly + Ly +/3Ly)
6 = 3
1
S a=y7=p=0= 1

En conclusion, 'unique couple solution du systéme linéaire (2) de I’énoncé a vérifier les conditions
initiales prescrites est défini par :

(t) = 1 (e‘i\/gt + ei\/gt>
To(t) = —3 (e‘i‘/gt 1 eiV3t

(e —i— 6”) = 1cos(V3t) + 3 cos( ),

YVt € R, { -3 COS(\/_t) + 5 COS(t).

N——— _l’_
+ i
P

—

o

&

_l’_

o

=

S~—
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