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Un corrigé

1 Quelques exemples d’étude d’un systeme différentiel

I.1. Le théoreme indique que I’ensemble des solutions de (F) sur I est un C-espace vectoriel de
dimension n.
I.2. Posons X : t~— «(t)V et raisonnons par conditions nécessaires puis suffisantes.
- Si X est solution de (E) alors, en considérant une coordoonnée non nulle de V' (qui existe

car V' # 0 comme vecteur propre), disons V;, on a a(t) = XZTEt) et a est donc dérivable. De
plus, X'(t) = /(t)V et A(t) X (t) = A(t)a(t) X (t) et donc
Vtel, o(t) = \t)a(t) (1)

- Réciproquement, si « est solution de (1) alors X est dérivable et le méme calcul montre que
c’est une solution de (F).

D’apres le théoreme fondamental si ¢ty € I, la fonction ¢ +— ftto A(u) du est une primitive sur

I'intervalle I de la fonction continue A. Et d’apres le cours, ’ensemble des solutions de (1) sur

I est .
Vect (t — efto Aw) du)

1 1
I.3. On remarque que A(t) < 1 > = ( 1 >, ce qui donne un premier vecteur propre pour A.

Comme la trace de A(t) vaut a + 1 — b, ST il y a une second valeur propre, c’est a — b. En
cherchant un élément du noyau de A — (a — b)I2, on est amenés a trouver que (a — 1,b) est
1 a—1
1 b
hypotheése, nos deux vecteurs propres sont indépendants. La quetion précédente indique (on
choisit £y = 0 et I'intégrale se calcule immédiatement puisque A(¢) est une constante) que

X tf—)€t<i> etY : tHe(a_b)t(a;1>

sont deux solutions de (FE). L’indépendance des vecteurs propres donne l'indépendance des
fonctions et, par dimension (X,Y’) est une base de 'espace des solutions de (E) sur R.

I.4.1 Danslecas u =1, (1,1) et (1,—1) sont vecteurs propres de A(t) associés aux valeurs propres
a(t) + b(t) et a(t) — b(t). Ces deux vecteurs propres sont indépendants. En choisissant tg € I
et en utilisant 1.2 on obtient deux solutions de (F) qui sont indépendantes car les vecteurs
propres le sont. Par dimension, 1’ensemble des solutions de (E) sur I est

Vect <t NGO du< 1 > s ey (atm b)) du ( 1 >)

vecteur propre associé a la valeur propre a — b. Comme =b—a+1# 0 par

1 -1
I.4.2 Le polynéme caractéristique de A(t) est
Yi(A) = X2 = (2a(t) + (1 — DBE)A — (a(t)? + (1 — Da(t)b(t) — ub(t)?)
Le discriminant de y; vaut (apres calcul simple)
A = (4 1)2b(t)?
- Si p # —1 alors x; admet deux racines distinctes. A(t) admet donc deux valeurs propres

distinctes
M) = 2a(t) + (n — 1)b2(t) — (u+1)b() — aft) — b(t)




2a(t) + (u — 1)b(t) + (1 + 1)b(t)

Dat) = — a(t) + ub(t)

2
. . . . 1
Connaissant les valeurs propres, il est facile de deviner des vecteurs propres. Vo = 1
est vecteur propre associé a a(t)+pet V) = _,u | | est vecteur propre associé a a(t) —b(t).

V1 et V5 sont constants et A1, Ay sont des fonctions continues.

Sip = —1alors xy; = (A — a+b)?. A(t) possede une unique valeur propre. On vérifie que
V5 est toujours vecteur propre associé a la valeur propre a(t) — b(¢). On ne peut trouver un
second vecteur propre indépendant. On pourrait bien stir conclure en Vi = 2V5 et A1 = Ag
mais ceci ne semble pas trop dans l’esprit du probleme. On peut penser qu’il y a un bug ou
un autre (mais lequel 7) dans ’énoncé.

1.4.3 SiVt e I, A\i(t) # Aa(t) alors, en prenant un ¢ particulier (qui existe car I n’est pas vide) et
comme b(t) # 0, on a pu # —1. Réciproquement, comme b ne s’annule pas, A\;(¢) est toujours
différent de A\a(t) quand A # —1. La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc

p#—1

1.4.4 Dans le cas p # —1, le calcul fait en 1.4.2 et 1.2 donnent deux solutions indépendantes de
(E). Par dimension ((V7, V2) est libre) on obtient une base formée de

1

t t
N 6,f,go(a(U)—b(u)) du( Ml ) ot s efto(a(u)—‘rub(u))du( 1 >

2 Développement en série entiere des solutions pour A constante

I1.1.1 On a cinq propriétés a vérifier.

Soit A € My, (C) et X #0. On a

| AX| H X H
Rl ktell | R | I Pl
X X

Y — AY est linéaire en dimension et donc continue. Elle est donc bornée sur la sphére unité

par une constante M. On a alors ”’éﬁ I'< A et 1a borne supérieure N(A) existe.

De fagon immédiate, VA, N(A) > 0 (borne supérieure de quantités positives). On a ainsi
la positivité de N.

Si N(A) =0alors VX # 0, ||[AX|| = 0 (une borne supérieure de quantité positives n’est nulle
que si toutes les quantités sont nulles). Ceci reste vrai si X = 0 et A =0 (I'endomorphisme
canoniquement associé & A l'est). On a ainsi N qui vérifie 'axiome de séparation.

Soient A, B € M, (C).

[(A+B)X|| _ [AX] +[|BX] _ [AX]] | [[BX]|

VX #0, < = +
1X]| X 1] X

X S N+ NB)

En passant a la borne supérieure, il vient N(A+ B) < N(A)+ N(B), c’est a dire I'inégalité
triangulaire.

Soient A € M,(C) et A€ C. On a

[(AA)X|
[1X1]

AX
= AL )

VX 0,
Xl

En passant a la borne supérieure, on trouve que N(AA) < [A|[N(A).
Si A = 0, I'égalité est immédiate. Sinon, on a aussi N(A) = N(;AA4) < ﬁN()\A) ce qui
permet d’obtenir 'inégalité réciproque. On a donc ’homogénéité.



I1.1.2 Soient A, B € M, (C).

IABX|| _ JABX|IBX| _ v

vA Eker(B), TR T TR IR S

et ceci reste trivialement vrai si X € ker(B)\ {0}. Par passage a la borne supérieure, on a donc
N(AB) < N(A)N(B)

I1.2.1 On prouve le résultat annoncé par récurrence sur k.
- Initialisation : le résultat est vrai pour k = 0 avec les conventions choisies.
- Hérédité : supposons le résultat vrai & un rang k > 0. X’ = AX et multiplier par A (qui est
constante) ne change pas la régularité (théorémes d’opérations). Donc X’ € C* ou encore
X € C*1. Et en dérivant (linéarité de la dérivation, rappelons encore que A est constante)

XM = AX® (1) = A(AFPX (1)) = AFFEX(2)

ce qui prouve le résultat au rang k + 1.

I1.2.2 D’apres la formule de Taylor-intégrale appliquée a X (de classe C*°) a 'ordre p entre 0 et

t:

P ik t
t t—u)P
Xt =Y =x®0)+ / QX@H)(U) du
k=0

Remarque : cette formule vectorielle est la conséquence directe de la formule scalaire si on se

reporte aux coordonnées.

La question précédente donnant X (¥)(0) = A*X(0) = AF X, et XP+D(y) = A¥+1X (), on a

ainsi
P Lk t
t t—u)P
X(t) = — AR ) X0+ ﬂApHX(u) du
k=0
11.2.3 1l s’agit de montrer qu’a t fixé, la norme du terme intégral de la formule précédente est de

limite nulle. Or, (il faut prendre garde au sens des bornes et donc au signe de t)

t
‘/ MAP'HX(U) du S/
0 [0,2]

p!
Par définition de N, on a ||[MX|| < N(M)||X|| pour tout X # 0 (et M € M, (C)). Ainsi

(t —u)

p _
LA () 1

du = /M p,’“‘p 1471 X (w)|| du

[APFLX (u)]| < N(AP||IX (u)]| < N(APT)M, avee My = sup || X (u)]
u€[0,t]

M; existant puisqu’une fonction continue est bornée sur un segment.
Mais I1.1.2 et une récurrence simple donne N (APT1) < N(A)P*! en sorte que

t(t—u)P p+1
/ MAP‘HX(U) dul| < M/ [t — ul? du
0 [0,2]

p! p!

Le calcul de I'intégrale est simple (distinguer les cas ¢t > 0 et ¢ < 0 permet de se débarasser des

module) et donne
+1
/ [t —ulP du = Ll
0.4 pt1

Pt =P o ) du (tN(A))P* M,
/0 p! 4 X()dHS (p+1)!

On a finalement




Le majorant est de limite nulle par croissances comparées (exponentielle et factorielle). On a

donc
X(t)= 1
P

Chaque coordonnée de < =0 k,A’“) Xy pouvant s’écrire sous la forme » ;_ Oaktk (g ne

dépendant que de k et de rien d’autre, en particulier pas de p ou de t), chaque X; est donc
somme sur R d’une série entiere.
I1.3.1 On peut utiliser un calcul par bloc (déterminant bloc-diagonal) pour obtenir

Pa(X) = (X - D2(X? - X) = X(X — 1)*

I1.3.2 (1, X, X(X — 1), X(X — 1)?) est libre puisqu’échelonnée en degré. Elle est composée de
4 éléments de C3[X] qui est de dimension 4 et c’est donc une base de C3[X]. Le reste dans
la division euclidienne de X* par P, étant de degré < 3, il existe un polynoéme Qj et des
complexes ag, bg, cx, di tels que

XF = PA(X)Qr(X) + ar, + bp X + cx X(X — 1) + dp X (X — 1)° (2)

En prenant la valeur en X = 0 (et comme k£ > 0) on trouve a; = 0. La valeur en X = 1 donne
b, = 1. En dérivant et en faisant X = 1, on en déduit alors que ¢, = k — 1. En dérivant deux
fois et en faisant X = 1, on en enfin que 2d; = k(k —1) —2(k — 1) = (k — 1)(k — 2). Le reste
cherché est donc

X+(k-1D)X(X-1)+ %(k —1)(k—2)X(X —1)?

I1.3.3 Comme P — P(A) est compatible avec les loi (morphisme d’anneau) et comme P4 annule
A (Cayley-Hamilton), la relation (2) “appliquée en A” donne

AP = A4 (k- 1)AA - I,) + %(k —1)(k —2)A(A — I)?

I1.3.4 Un calcul immédiat donne

0000
0010

A(A - I4) = 0000 = EQ 3 et A(A I4) =0
0000

I1.3.5 On a, pour tout ¢ réel,

t’n

Chaque terme admet une limite et on a

o t”
Z— (n—1)=te" —e' +1
n!
n=1
qui est somme de série entiere de rayon infini.
I1.3.6 Pour k > 1, 0n a A¥ = A+ (k— 1)E>3. On en déduit que (chaque terme existe bien)



En ajoutant le terme pour k = 0, on obtient

et 0 —et+1 et —1
0 Lk t t
t 0 e te 0
M(t) = k‘Ak = I4 + (et — 1)A + (tet — et + 1)E2’3 = 0 0 €t 0
k=0 00 -1 1

11 suffit alors d’appliquer la question I1.2.3 pour en déduire que la solution cherchée est

Xt te M(H)Xo = f

3 Etude de deux fonctions

III.1.1 f est continue sur RT et le seul probléme d’intégrabilité est au voisinage de +oo oll
f(t) = o(1/t?) par croissances comparées et donc intégrable (comparaison aux fonctions de
Riemann). Ainsi, f est intégrable sur R*.

II1.1.2 f étant continue sur R, le théoréme fondamental indique que = fox f est une primitive
de f. C’est donc une fonction de classe C! dont f est la dérivée. Par théoremes d’opérations,
F € CY(RY) et

x
Vo >0, F'(z) = 2€_I2/ ze  dt
0

Pour étudier GG, on utilise le théoreme de régularité des intégrales a parameétres.

_ 2242 X . , .
-V >0, t— % est continue sur [0, 1]; elle est donc intégrable sur [0,1] (qui est un
segment).
—22(¢2 . -
- Vtel0,1], z— eﬁ(% est de classe C! sur R de dérivée x — —2pe= % (1+%)

- Va >0, t — —2ze (1) est continue sur [0, 1].
-Ya > 0, Vo € [0,a], Vt € [0,1], ’—2:66*12(1“2)‘ < 2a. Le majorant est une fonction

constante sur le segment [0, 1] et est donc intégrable sur ce segment.
Le théoréme donne G € C*([0,1]) et

1 1
Y 2 O, G/(.’,C) = —21’/ €_x2(1+t2) dt = _2$€_$2/ e—(xt)z dt
0 0

I11.1.3 Pour x > 0, on peut poser u = xt pour obtenir
xX
G'(z) = —26_962/ e du = —F'(z)
0

et cette formule reste vraie pour x = 0 (elle se lit 0 = 0). Ainsi, (F' + G) est constante sur
'intervalle R*. On a donc

dt .

! m
Vz >0, F(z)+ G(r) = F(0) + G(0) = /0 e - [arctan(t)]; = 1

2202
ITI.1.4 Une majoration grossiere donne Vo > 0, V¢t € [0,1], 0 < %

0 < G(x) < e . Ainsi (théoréme d’encadrement)

lim G(z)=0

T—-+00

2
< e et donc

Avec la question précédente, on en déduit que

lim F(z) = %

T—+-+00



IIL.1.5 Mais comme ¢ — e'" est intégrable, on a aussi F(z) — (f0+°° et dt)? et, I'intégrale
étant positive, ceci donne (en passant a la racine carrée)

—+00
/ et dt = ﬁ
0

2

II1.2.1 On utilise encore le théoreme de régularité des intérales a parametres.

-VteR, x— \/51 “ est continue sur R**, équivalente & 1/4/z en 0 et donc intégrable au
voisinage de 0 et o(e™®) = o(1/2?%) en +oc et donc intégrable au voisinage de +oo.

—x+itx

-V >0, t © 77— ost de classe C! sur Rt de dérivée t s i /me =iz,

- Vt €R, z+ i/re T est continue sur RT.
Vit € R, Vo > 0, }i\/fe*““m’ = /re ®. Le majorant est continu sur RT et négligeable
devant 1/x? au voisinage de +o0o (croissances comparées) et donc intégrable sur RT.

—x+itx

Le théoreme indique que  +— [;™ 77— dz est de classe C Usur R de dérivée t — [;7iy/me™"+ite da.

Ses parties réelle et imaginaire sont donc de classe C!, c’est & dire que
u,v € CH(R)

I11.2.2 On vient de voir que
“+oo

VteR, w'(t)=1i Vze T gy
0

On veut effectuer une intégration par parties en dérivant x — /x en x — f et en primitivant

T e T en gy % (fonction de classe C! sur RT*). Comme /¢ _1I+m admet des
limites finies en 0 et 400, I'intégration par parties est licite. Les limites évoquées étant nulles,
elle donne
+o00 otite 1 oo ,—z(1-it) p
xe T dy = x
oV wh v
et on a donc ) )
i
VtE]Rw —w(t) = ——<(—t +1)w(t
=m0 " = sy

En passant aux parties réelle et imaginaire, on obtient des relations vérifiées par u et v qui
s’écrivent, apres calcul simple,

VteR, X'(t) = A(H)X(t) avec A(t) = 2(11+t2)< _1t :715 )

R ) est A% + 26\ + (¢ + 1). Les valeurs propres

de cette matrices sont donc —t 414 et —t — i et une résolution de systéme donne (i,1) et (—i, 1)
comme vecteurs propres. Ainsi,

w(3)-5t58(1) « ()= (7)

On a deux valeurs propres distinctes pour A(t) et, comme on est en dimension 2 et que les
sous-espaces propres sont en somme directe, on peut conclure qu’il y a deux valeurs propres et
des sous-espaces propres de dimension 1 :

I11.2.3 Le polynéme caractéristique de <

—t+1 —t—1

Sp(A0) = { 51 a1 | = (a0 el

Ex(A(t)) = Vect((i, 1)), Ex,)(A(t)) = Vect((—i, 1))




II1.2.4 On a .
1 .
/ A(u) du = ~21 In(1 +t?) + %arctan(t)
0

t 1 .
/ Ao (u) du = —=1n(1 4 %) — 1 arctan(t)
o 4 2

La question I.2 montre que les deux fonctions

1 i arctan(t) 1
Xl A me 2 < 1 >

1 __darctan(t) —2
Xy ti—>7(1+t2)1/4e 2 ( ) )

sont solutions de (Ej). Elles sont indépendantes (les vecteurs propres le sont) et forment une
base de ’ensemble des solutions de (F;) sur R. La solution générale de (E;) est du type
aX,+ BXyoua,B € C.

II1.2.5 Remarquons que (changement de variable y = /z qui est de classe C! sur RT* & dérivée

ne s’annulant pas)
+oo e T +oo 5
u(O):/ dx:2/ eV dy=+m
0o VT 0

v(0)=0
On a ainsi X (0) = (y/7,0). Mais on sait aussi qu’il existe des constantes «, 3 telles que X =

aXiy + BXs. La valeur en 0 donne /7 = ia—iff et 0 = a+ 8. On en déduit que a« = § = —i@.
Il suffit alors de former aX; + X2 pour obtenir

(1+\/;)1/4 . (arct;n(t)) o o(t) = (1+\/t§)1/4 o <arct;n(t)>

u(t) =



