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PARTIE I
I.1) Il est clair queP est le point d’intersection de l’axe des abscisses et du cercle de centre
O et de rayon 1,Q (respectivementR ) est le point d’intersection de la droite d’équation
x = −1

2 et du cercle de centreO et de rayon 1 situé au-dessus (respectivement en dessous
) de l’axe des abscisses donc on laisse au lecteur le soin de construireT etD.
-) déterminons une équation cartésienne de la droite(PQ) :

le pointM (x, y) appartient à la droite(PQ) si et seulement si les vecteurs
−−→
PM et

−→
PQ sont

colinéaires donc
(−−→
PM,

−→
PQ

)
est une famille liée soit

∣∣∣∣
x− 1 −3

2

y
√
3
2

∣∣∣∣ = 0⇔ x+
√
3y −

1 = 0, ainsi une équation cartésienne de la droite(PQ) estx+
√
3y − 1 = 0.

-) déterminons une équation cartésienne de la droite(PR) :

le pointM (x, y) appartient à la droite(PR) si et seulement si les vecteurs
−−→
PM et

−→
PR

sont colinéaires donc
(−−→
PM,

−→
PR

)
est une famille liée soit

∣∣∣∣
x− 1 −3

2

y −
√
3
2

∣∣∣∣ = 0 ⇔

x−
√
3y − 1 = 0, ainsi une équation cartésienne de la droite(PR) estx−

√
3y − 1 = 0.

-) déterminons une équation de la droite(QR) : comme les pointsQ etR sont distincts et
de même abscisse−1

2 alors une équation de(QR) estx+ 1
2 = 0 ou2x+ 1 = 0.

NotonsΠO(PQ) (respectivementΠO(PR) etΠO(QR) ) le demi-plan ouvert contenantO défini

par la droite(PQ) (respectivement(PR) et (QR) ); alorsΠO(PQ) (respectivementΠO(PR)
etΠO(QR) ) est défini parx+

√
3y−1 < 0 (respectivementx−

√
3y−1 < 0 et2x+1 > 0 ).

OrM (x+ iy) ∈ T si, et seulement siM ∈ ΠO(PQ) ∩ΠO(PR) ∩ΠO(QR) donc si et seulement

si x ety vérifient les trois inégalités :2x+ 1 > 0, x−
√
3y − 1 < 0, x+

√
3y − 1 < 0.

I.2.1) On aA



1
1
1


 =



1
1
1


 et comme



1
1
1


 �= 0 alors 1 est valeur propre deA.

I.2.2) PuisqueA est d’ordre 3 alors 1,λ etλ sont simples donctr (A) = 1+λ+λ = 1+2a

et tr
(
A2
)
= 12 + λ2 + λ

2
= 1 + 2

(
a2 − b2

)
.

I.2.3) Par définitiontr (A) = a1,1 + a2,2 + a3,3 donc puisqueA vérifie la propriété

(ST > 0) alorstr (A) > 0. De mêmetr
(
A2
)
=

3∑
i=1

3∑
j=1

ai,jaj,i >
3∑
i=1

a2i,i carA véri-

fie la propriété(ST > 0). Par application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz,(tr (A))2 =

(1× a1,1 + 1× a2,2 + 1× a3,3)
2 ≤

(
3∑
i=1
12
)
×
(

3∑
i=1

a2i,i

)
< 3tr

(
A2
)
.

I.2.4) En utilisant les questions I.2.2 et I.2.3 on a d’une part 2a+1 = tr (A) > 0 et d’autre
part(1 + 2a)2 = (tr (A))2 < 3tr

(
A2
)
= 3

(
1 + 2a2 − 2b2

)
⇔ 0 < a2−2a+1−3b2 =

1



(a− 1)2 − 3b2 =
(
a−

√
3b− 1

) (
a+

√
3b− 1

)
.

I.2.5) En suivant les indications de l’énoncé et la questionprécédente il suffit de prouver
queM (λ) n’appartient pas à la région deD limitée par la droite(PQ) et l’arc P̂Q , ce qui
est vrai carM (x+ iy) appartient à cette région si, et seulement six+

√
3y−1 > 0 etx−√

3y − 1 < 0 donc
(
x+

√
3y − 1

) (
x−

√
3y − 1

)
< 0, ainsi qu’à la région deD limitée

par la droite(PR) et l’arcR̂P , ce qui est vrai carM (x+ iy) appartient à cette région si, et
seulement six+

√
3y−1 < 0etx−

√
3y−1 > 0 donc

(
x+

√
3y − 1

) (
x−

√
3y − 1

)
< 0,

doncM (λ) ∈ T .
On peut aussi procéder comme suit: d’après la question précédentea −

√
3b − 1 et a +√

3b− 1 ont même signe donc sia−
√
3b− 1 > 0 eta+

√
3b− 1 > 0 alorsa2 − 3b2 >

1 > a2 + b2 ⇒ −4b2 > 0 ce qui est absurde donca−
√
3b− 1 < 0 eta+

√
3b− 1 < 0

ce qui assure en utilisant I.2.4 queM (λ) ∈ T .
I.3.1) On aj2 = j = e

4iπ
3 = eiπe

iπ
3 = −e iπ3 donc2r cos (θ) = 2Re (λ) = λ +

λ, 2r cos
(
θ + 2π

3

)
= 2Re (λj) = jλ+ j2λ,−2r cos

(
θ + π

3

)
= 2Re

(
j2λ
)
= j2λ+ jλ.

Ainsi
α = 1+λ+λ

3 , β = 1+jλ+j2λ
3 , γ = 1+j2λ+jλ

3 .

I.3.2) CommeM (λ) ∈ T alors d’après la question I.1, on a3α = 2Re (λ) + 1 > 0 ⇒
α > 0, 1− r cos (θ)−

√
3r sin (θ) = 3β > 0⇒ β > 0 et1− r cos (θ) +

√
3r sin (θ) =

3γ > 0 ⇒ γ > 0. Enfin en utilisant l’égalité1 + j + j2 = 0 on aα + β + γ =
1
3

(
3 +

(
λ+ λ

) (
1 + j + j2

))
= 1. Ainsi A vérifie la propriété(ST > 0).

I.3.3) Soitf l’endomorphisme deK3 canoniquement associé àJ , alors si(e1, e2, e3) est
la base canonique deK3 on af (e1) = e3, f (e2) = e1, f (e3) = e2 d’où f2 (e1) =
e2, f

2 (e2) = e3, f
2 (e3) = e1, f

3 (e1) = e1, f
3 (e2) = e2, f

3 (e3) = e3 ce qui donne

J2 =



0 0 1
1 0 0
0 1 0


 etJ3 = I3. CommeJ3− I3 = 0 alorsX3− 1 est un polynôme an-

nulateur deJ donc puisque les racines de ce dernier polynôme est1, j etj2, alorsSpC (J) ⊂
{
1, j, j2

}
. On aJ



1
1
1


 =



1
1
1


 donc 1 est valeur propre deJ et J étant à coeffi-

cients réels alorsSpC (J) = {1} ou
{
1, j, j2

}
. Puisquetr (J) = 0 alorsSpC (J) �= {1}

doncSpC (J) =
{
1, j, j2

}
.

I.3.4) On aA = αI3 + βJ + γJ2 donc siP (X) = α + βX + γX2 alorsP (J) = A.
Ainsi d’après la question précédente,P (1) = 1,P (j) = α+ βj + γj2 = λ etP

(
j2
)
=

α+ βj2 + γj = λ sont des valeurs propres deA d’où puisqueA est d’ordre 3, alors1, λ
etλ sont les valeurs propres deA.

PARTIE II
II.1) Compte tenu des hypothèsesAU = U etU �= 0 ce qui assure que 1 est valeur propre
deA.

II.2.1) PuisqueBX = 0alors
n∑
j=1

bk,jxj = 0⇒ bk,kxk = −
n∑

j=1,j �=k
bk,jxj ⇒ |bk,k| |xk| ≤

2



n∑
j=1,j �=k

|bk,j | |xj |. PuisqueX �= 0 alors|xk| �= 0 et par définition dek, on a |xj ||xk| ≤ 1 d’où

|bk,k| ≤
n∑

j=1,j �=k
|bk,j |.

II.2.2) Commeλ ∈ SpC (A) alorsdet (A− λIn) = 0 donc d’après la question précédente,

on a|ak,k − λ| ≤
n∑

j=1,j �=k
|ak,j | =

n∑
j=1,j �=k

ak,j =
n∑
j=1

ak,j − ak,k = 1− ak,k.

De l’inégalité précédente on a2ak,k − 1 ≤ λ ≤ 1, et commeak,k > 0⇒−1 < 2ak,k − 1
alors−1 ≤ λ ≤ 1⇔ |λ| ≤ 1.
II.2.3) D’après la question précédente,

∣∣ak,k − eiθ
∣∣2 = (ak,k − cos (θ))2 + sin2 (θ) =

1 + a2k,k − 2ak,k cos (θ) ≤ (1− ak,k)
2
= 1 + a2k,k − 2ak,k

⇒ 0 ≤ 2ak,k (1− cos (θ)) ≤ 0⇒ cos (θ) = 1 carak,k > 0 doncθ = 2kπ ⇒ λ = 1.
II.3.1) Par propriété du déterminant on adet (tA− In) = det (

t (A− In)) = det (A− In) =
0 ce qui assure que1 ∈ SpC (

tA). De mêmerg (tA− In) = rg (A− In) d’où par le
théorème du rangdimE1 (A) = n− rg (A− In) = n− rg (tA− In) = dimE1 (

tA).

II.3.2) On a tAV = V donc∀i ∈ [[1, n]] , vi =
n∑
j=1

aj,ivj ⇒ |vi| ≤
n∑
j=1

aj,i |vj |.

S’il existe p ∈ [[1, n]] tel que |vp| <
n∑
j=1

aj,p |vj | alors
n∑
i=1
|vi| <

n∑
i=1

n∑
j=1

aj,i |vj | =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

aj,i

)
|vj | =

n∑
j=1

|vj | ce qui est absurde donc toutes les inégalités sont des égalités.

Dès lors∀i ∈ [[1, n]] , |vi| =
n∑
j=1

aj,i |vj | donctA |V | = |V | et doncV �= 0 ⇒ il existe

p ∈ [[1, n]] tel que|vp| > 0 d’où ∀i ∈ [[1, n]] , |vi| =
n∑
j=1

aj,i |vj | > ap,i |vp| > 0.

II.3.3) PuisqueY �= 0 alors d’après la question précédentey1 �= 0, et en posantZ =

X − x1
y1
Y =




z1
.

zn


 on a d’une partz1 = 0 et d’autre partZ ∈ E1 (

tA) donc d’après

la question précédenteZ = 0 ⇒ X = x1
y1
Y ⇒ dimE1 (

tA) ≤ 1. Ainsi comme
dimE1 (

tA) ≥ 1 on adimE1 (
tA) = 1. D’après la question précédente on peut considérer

X =




x1
.

xn


 ∈ E1 (

tA) , xi > 0, d’où en posants =
n∑
i=1

xi etΩ = 1
s
X =




ω1
.

ωn


 on

a∀i ∈ [[1, n]] , ωi > 0 et
n∑
i=1

ωi = 1. S’il existeΩ′ =




ω′1
.

ω′n


 vérifiant les mêmes con-

ditions puisquedimE1 (tA) = 1 alors il existeα ∈ C tel queΩ′ = αΩ ⇒ 1 =
n∑
i=1

ω′i =

α
n∑
i=1

ωi = α d’oùΩ′ = Ω. PuisquetAΩ = Ω alors∀i ∈ [[1, n]] , ωi =
n∑
j=1

aj,iωj .

II.3.4) Dans les questions précédentes on a prouvé que 1 est valeur propre deA et le sous-
espace associé est de dimension 1, et que les autres valeurs propres sont de module stricte-

3



ment inférieur à 1.

II.4) Soitu l’application deMn,1 (C)dansCn définie paru






x1
.

xn




 = (ω1x1, ..., ωnxn),

alorsu est linéaire et en utilisant la question II.3.3 on prouve queu est injective donc si

‖.‖1 est la norme définie surCn par‖(x1, ..., xn)‖1 =
n∑
i=1
|xi| commeN = ‖.‖1 ◦ u alors

N est une norme surMn,1 (C) et en posantY = AX =




y1
.

yn


 on ayi =

n∑
j=1

ai,jxj ⇒

N (AX) =
n∑
i=1

ωi |yi| ≤
n∑
i=1

ωi
n∑
j=1

ai,j |xj | =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ai,jωi

)
|xj | =

n∑
j=1

ωj |xj | =

N (X).
Soitλ ∈ SpC (A) donc il existeX �= 0 tel queAX = λX donc|λ|N (X) = N (AX) ≤
N (X)⇒ |λ| ≤ 1 carX �= 0⇒ N (X) > 0.

II.5.1) En posantY = AX =




y1
.

yn


 on ayi =

n∑
j=1

ai,jxj ⇒

Φ(AX) =
n∑
i=1

ωiyi =
n∑
i=1

ωi
n∑
j=1

ai,jxj =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ai,jωi

)
xj =

n∑
j=1

ωjxj = Φ(X) .

II.5.2) Avec les notations de II.1Φ(U) = 1 doncΦ est une forme linéaire non nulle donc
dimker (Φ) = n− 1⇒ dimE1 (A) + dimker (Φ) = n = dimMn,1 (C) et d’autre part
X ∈ E1 (A) ∩ ker (Φ) ⇒ X = αU, 0 = Φ(X) = αΦ(U) = α ⇒ X = 0 ce qui assure
queMn,1 (C) = E1 (A)⊕ ker (Φ).
II.5.3) CommeAX = λX alors d’après la question II.5.1,Φ(X) = Φ (AX) = λΦ(X)⇒
(1− λ)Φ (X) = 0⇒ Φ(X) = 0 carλ �= 1.
II.5.4) En considérant une base deMn,1 (C) adaptée à la décomposition donnée par II.5.2
et en remarquant queker (Φ) est stable par d’après II.5.1, on obtient queA est semblable à

A′ =

(
1 0
0 B′

)
, B′ ∈ Mn−1 (C) ⇒ χA (X) = (1−X)χB′ (X) . CommeE1 (A) ∩

ker (Φ) = {0} alors 1 n’est pas racine deχB′ donc on conclut que l’ordre de multiplicité
de la valeur propre 1 deA est 1.
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