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Mathématiques 1 : un corrigé

Premiere partie.

Définition d’une structure euclidienne sur R, [X].

1.1. B est clairement symétrique et linéaire par rapport a sa seconde variable. De plus B(P, P) > 0
et n’est nul que si Vi € [|0,n]], P(z;) = 0. Si P € R,[X], on peut en déduire que P = 0 (un
polynoéme non nul de degré n admettant au plus n racines). Ainsi, B est un produit scalaire sur
R,[X].

Le résultat est faux sur C(R,R) car P = [[;_o(X — z;) € C(R,R) est non nul mais vérifie
B(P,P)=0.
1.2. On a immédiatement

Lk(ﬂ?j)=5k,j={ Ll k= )}

0 sinon

On en déduit que
Vk,i € [|0,n[], B(Lk, Li) = Li(xx) = 6

ce qui montre que (Lg,...,L,) est une famille orthonormée de R,,[X]. C’est en particulier une
famille et comme elle a n + 1 = dim(R,,[X]) éléments qui sont dans R, [X], c’est une b.o.n. de
R, [X].

Définition de P,(f).
2.1. Avec la question 1.2, on a

On en déduit que
Vk € [|0,nl], Pu(f)(zr) = B(f, Lk) = f(zk)
2.2. P,(f) est, on vient de le voir, un polynéme convenable. Si P en est un autre alors P_P, est

nul car c’est un élément de R,,[X] qui a strictement plus de n racines.
2.3. Les regles de calcule en b.o.n. montre que

VfeRy[X], f=) B(f, L)L = Pu(f)
=0

P =57 oLr € Ry[X] et Vi, P(x;) = 1. D’aprés la question précédente, P = 1 car 1 est un
autre élément de R,,[X] ayant les mémes propriétés. Ainsi,

Vo R, Y Li(x) =1

k=0

Une application linéaire.

3.1. Soit f € C([a,b],R) telle que Noo(f) < 1. En particulier, Vi, |f(z;)] <1 et donc
Vo € o8], MA@ < 3 1F@)IILi(2)] < 1B(x)] < Noo(®)
=0

Le majorant est indépendant de x et un passage & la borne supérieure donne N (A(f)) <
Noo(®@). Cette fois, le majorant est indépendant de f et en passant a la borne supérieure, on
obtient

[Al < Noo(®)



3.2. ¢t +— ®(t) est continue et est donc bornée sur le SEGMENT [a, b] ET elle atteint ses bornes.

On a donc
A7 € [a,b], Noo(®) = ®(7)

3.3. On a

AW)(T) =Y W(an)Li(r) = Y |Li(7)] = (1) = Noo(®)
k=0 k=0

Ainsi, A(¢)(7) < Noo(A(v))). Par ailleurs, ¢ est continue sur [a,b] et est comprise entre —1 et
—1 de par sa définition (son graphe est composé de segment reliant des points d’ordonnées 1 e
ou —1). On a donc N (A(¢)) < ||A]l, on en déduit que Noo(®P) < ||All. L’autre inégalité ayant
été prouvée, on a finalement

IAl = Noo(®)

Un résultat auxiliaire.

4.

1. On peut appliquer le théoreme de Rolle a la fonction g sur [¢;, ¢;+1] pour obtenir un point
d’annulation de ¢’ sur ]¢;, ¢;+1[. On a ainsi p points d’annulation distincts (les intervalles ouverts
sont disjoints) pour ¢'.

4.2. On montre par récurrence que la propriété “g(¥) s’annule au moins p + 1 — k fois sur [a, b]”

Une
5

5

5.

est vraie pour tout k € [|0, p|].

- Initialisation : le résultat est vrai par hypotheése sur g au rang 0 (et on vient méme de le
prouver au rang 1).

- Hérédité : soit n € [|0,p — 1|] tel que le résultat est vrai au rang n. ¢ s’annulant au moins
p + 1 —n fois, on peut comme a la question précédente utiliser le théoréeme de Rolle pour
montrer que sa dérivée s’annule au moins p — n fois. On a donc ¢+ qui s’annule au moins
p+1—(n+1) fois et le résultat est vrai au rang n.

En particulier, ’hypothése au rang p montre que ¢ s’annule au moins 1 fois.

expression de f — P,.

.1. P,41 — P, est un polynéme de R, 1[X] s’annulant en o, ..., z,. Il est factorisable par T},

et, par degré, il existe une constante r telle que

Py —Py=1rTh

.2. g = f — P,41 s’annule au au moins n + 1 points distincts (zo,...,z, et y) et il existe donc,

avec 4.2, # € [a,b] tel que g("ﬂ)(ﬁ) = 0. Par ailleurs, P41 est de degré n + 1 et sa dérivée
n + 1-itme est donc une constante égale & son coefficient en 2" fois (n + 1)!. Ce coefficient
vaut r d’apres la question précédente et on a donc

38 €a,b]/ fOH(B) = r(n+ 1)

On en déduit alors que

T () ()

Ve €R, Prpa(e) = Paln) =

En appliquant ce résultat avec x = y, on obtient le résultat voulu dans le cas ou y € [a, b] est
différent des z;. Si y est égal a I'un des x;, il reste vrai (il se lit 0 = 0 et on peut choisir n’importe
quel 3).

3. La question précédente traitait déja le cas ou y = x; (elle stipulait Yy € [a,b] et les x; sont
dans [a, b]).



Seconde partie.

Etude du maximum de ¢.

1.1. ¢ est continue sur le SEGMENT [0, n] et admet donc un maximum sur ce segment.
1.2. Soit t € [0,n]; on a (on pose j =n — k)

n

[[((n—=t)—k)

k=0

n

=[[In—k=t=TJli—tl= ][t -3)| =0
k=0 J 7=0

0

p(n—1t) =

1.3. Pour tout ¢, on a (en posant j = k + 1)
n n
ot—1)=J[1—1-k =l —n—1 ]It~
k=0 j=1

Pour t ¢ N, (t) est non nul et en divisant par ¢(t) on obtient

V¢ N o(t—1) _ [t —n —1|
(t) 1
On a =221 =1 — 2L qui croit sur RT™. Sur [1,n/2], elle varie entre —n et —1 — 2 et a donc

une valeur absolue plus grande que 1 :

Vte[l,g}, “0(;(;)1)21

11 suffit de multiplier par ¢(t) > 0 pour obtenir I'inégalité demandée.

1.4. D’apres la question 1.2, le maximum de ¢ sur [0, n] est atteint en un point zg de [0, n/2] (quand
t varie dans [0,n/2], n — t varie dans [0,n/2] aussi et on a donc ¢([0,n/2]) = ¢([n/2,n])). Si
xo > 1 alors la question précédente montre que ¢(xg — 1) > @(x) et, en itérant le processus,
que p(zg — E(x0)) > ¢(zg). Comme p(zg — E(z)) est le maximum de ¢ sur [0,n] et que
xo — E(x0) € [0,1[C [0, n], I'inégalité est une égalité. Dans les deux cas, on a trouvé un point de
[0,1] ou ¢ atteint son maximum.

Abscisse du maximum de .

2.1. Pour t ¢ N, les propriétés de morphisme de In sur R™* donnent

n

S In(jt — k)

k=0

—_
B
—

©
~—~
~~
N—
~
I

En dérivant cette expression sur Uinteralle |E(t), E(t) 4+ 1[, on a alors

Pt) 1

p(t)  f=t—k

2.2. Sit<letk>2alorst—k <0.On en déduit que > }_o 2 < 0 (somme de tels termes).
Par ailleurs (termes pour k = 0 et k = 1), 1 + =5 = t%fill) est négatif quand ¢ € [1/2,1]. En
sommant, on obtient

1
Vt € [2,1[, o'(t) <0



2.3. La fonction g : ¢ — Y _p_, 7 est dérivable sur ]0,1[ de dérivée ¢/ : t+— — >} ﬁ
g est donc strictement décroissante sur |0, 1[ (dérivée strictement négative sur lintervalle). g
admet donc au plus un point d’annulation (la stricte monotonie entraine l'injectivité). Avec la
question 2.1, il en est de méme pour .

2.4. ¢ atteint son maximum en un point de [0, 1] mais ce n’est ni en 0 ni en 1 (car en ces points
¢ est nulle et il existe des points ou elle est > 0). Elle atteint donc son maximum en un point
de l'ouvert |0, 1[. Comme ¢ est dérivable sur cet ouvert, le maximum est atteint en un point
critique (de dérivée nulle) et ce n’est pas sur [1/2,1] avec la question 2.2. C’est donc un point
de ]0,1/2[ et il y en a au plus un d’aprés 2.3. Finalement, ¢ atteint son maximum en un unique

point ¢, €]0,1/2[. En ce point, ¢ est de dérivée nulle et donc

1
z_:tn—kzo

k=0

Etude de l’abscisse ¢, du maximum de ¢.

3.1. Pour k£ > 1, k%ﬂ—%zﬁ>06tdonc
1 - 1
k—t,
Comme >}, tn%k =0, on en déduit que
11t
tn P k—t, P k

3.2. > (1/k) est une série de Riemann divergente. Comme elle est positive, ses sommes partielles
tendent vers 400 et on a donc, par minoration

lim — = is  lim ¢, =
n_l)rfoo i 400 puis n—1>I—iI-1c>o n=20

Une majoration de .

4.1. % étant décroissante sur R™, on a

VE>1, Vte [k k+1], =<

1
t
k

on obtient

1
k
En intégrant cette ingéalité puis en sommant de k£ = 2 a n,

a1
< —

/2 t—zk
k=2

De plus ff Cit =In(2) < 1 car e > 2 et donc, en ajoutant cette inégalité stricte

n+l g "1
A T2
k=1

4.2. On en déduit alors que

1<
t k

In(n+1) = / — <
1 k=1

1

128

Le passage & l'inverse étant une opération strictement décroissante sur R™ on a finalement
1

ty < ————
< In(n +1)



4.3. On a alors

n

L n!
Vit 0 < tn tn, — k k—t,) <t, k <nlt, _
e [0.n], (1) < ¢ H\ =t Tkt <t Tkt < oy

Une majoration de N (f — P,).
5.1. On a

n

Toi1(2)| = [ la+ bt —a—in| = AP ] It =il = R ()
1=0 1=0

5.2. D’apres la relation (1) de la question 1.5. on a

1
Les questions précédentes indiquent que Noo(Thi1) < A" Ny (p) = " lo(t,) < {r‘l?;ﬁ') et

ainsi
hn+1

(n+1)In(n+1)

Noo(f — Py) < Noo (fn 1)

Troisieme partie.

1. On a directement
Tora(z) = —Li(z)(z — 2x)

2. On a, avec 1.2.1 et la question précédente,

et on en déduit en combinant les deux précédentes relations que

n

f (k)
kz—:o e
P,(z) = —;

w

kz::O =

3.
3.1. On a xp — x; = h(k — i) et donc
1 1 1 1 11 (=) F

Wk:m hr Hz_o(k‘—i) [Ty (k=) ZEH(”—]{)!

et ainsi

W

Il
~—~
S~—

3
>
3
S
S
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o
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3.2. On reprend la formule (4) en remplacant wy, par (—1)"

h™n! *
n n
ot
Y R v
P = 5= = &=
n(x) & wy = 1)k (7)) L
kZO T—xp kEO(_ ) (k:) T—xp
4.
4.1. On a a = xy = —2n, b:x4n:2neth:%zlet donc

rr=a+kh=-2n+k

4.2. Si on choisit f(z) = cos(rz/2), on a f(zy) = cos(—nm + L) = (—=1)"cos(4F) et donc
f(zor) = (=1)"** et f(29141) = 0. Si on applique la formule de IT1.3.2 avec la fonction f et
les points (—2n + j) pour j = 0..4n, on obtient le polynéme

2n 2n

: dn —1 n+j : An -1 n+j
20(_1)2] (Zj) (:cf)zgj ;](_1)2J (2j)m
P4n(x) - J_4n B J_4n
i(4n i(An
;(_1)J(j)z—lmj ;(_1)J(j)x—(—12n+j)
7=0 7=0
On pose k = j — n au numérateur et kK = j — 2n au dénominateur :
. n( 4n \(=1)k+2n & an 1
k; (_1)2k+2 (2k+2n) ( lek k; <_1)k(2k+2n) x—2k
P4n (:E) = n2n = 727:1
n( 4n 4n
' > (=) (k+2n)TLc , 2. (_1)k(k+2n)rik
j=—2n j=—2n
4.3. On a
2n p 2n p 2n
I lz=k= ] @=k [ G—2)< [[ G+1-k J] (k-»)
k=—2n k=—2n k=p+1 k=—2n k=p+1

Dans le premier produit, on multiplie les etiers entre 1 et 2n 4+ p+ 1 et dans le second entre 1

et 2n — p et on a donc
2n

I 1z—k < @n+p+1)i2n—p)
k=—2n

4.4. On utilise la formule (1) de I.5.2 pour obtenir (sachant que f*)(z) = (%)k cos(% +km) et
donc Neo(f0)) < (%)k)

1 an (4nt1) 1 in 7 4nt1
- P < — x| NV, Yy < o — 2n —k (—)
Dans le produit, on pose j = k — 2n pour se ramener a la question précédente et obtenir
1 | (T4
|f(x) = Pan(2)] < m(2n+]9+1)-(2n—p)~(§> = 0(n,p)
On a
b+ Ly Co)iet o

6(n,p)|  n—reo (4n)T 20~ 41
qui est une suite de limite < 1. Par regle de D’Alembert, > (6(n, p))n>0 est une séie absolument
convergente. En particulier, elle ne diverge pas grossierement et

wipe Y 2) =0



