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Partie I. Quelques valeurs de la fonction ¢
I.1. Calcul de 6(1)

+00 si <0

1.1.3.

1
I.1.1. lim —=4¢1 si =0 .
n—-+oo T
0 si x>0
(_1)n+1
1.1.2. La série Z ——— diverge grossierement si x < 0, et converge pour z > 0 : en effet,
n>1 n
1
dans ce dernier cas, la suite (7) tend vers zéro en décroissant, la convergence résulte
n n>1
donc du critere spécial des séries alternées. On a donc bien Dy = E = IR},
N T sin (cos)’ ,
1.1.3.1. Sur lintervalle } - =, 7[ par exemple, on a tan = — = — = (—1Inocos)".
2°2 cos cos
Donc
T i In2
J1 :/ tant dt = [—ln(cost)} e
0 0 2
0
I.1.3.2. Posons f,(t) = (tant)" pour t € [0, Z} et n € IN" ; on a alors
™
0 si te |:O7 Z |:
1iIJ1£1 fa(t) = p . La suite de fonctions continues (f,) converge donc
n—-—1+0oo .
1 si t=-—

4
™ ™
simplement sur [O, Z} vers la fonction f continue par morceaux qui vaut 0 sur {0, Z{ et

1 au point % Enfin, on a |f,(t)| < 1, la fonction constante ¢t — 1 étant intégrable sur le

T
segment S = [0, Z} . Le théoreme de convergence dominée permet d’affirmer alors que

= i [ = [ g [5=0.

1.1.3.3. En utilisant le changement de variable u = tant, on a

T 1 1
o+ Jpga = 1+tan®t) (tant)” dt = Tdu=——0 .
+ Jnto /0 (1 + tan®t) (tant) /Ou U=

Remarque. Cela permet de retrouver avec des arguments plus élémentaires le résultat de la

1
question précédente : les intégrales .J,, étant positives, on a 0 < J,, < Jp, + Jpq2 = o
n

et, de cet encadrement, on déduit lim J, =0.
n—-+oo

1
1.1.3.4. Pour tout entier naturel non nul k, on a — = Jox_1 + Jog+1. Donc

2k
n _1 k+1 n
S S i+ o)
k=1 k=1
= (i+J3)— (Js+J5) + -+ (=1)" " (Jan_1 + Joni1)
— Jl +( 1)n+1J2 41

apres télescopage.

1.1.3.5. On fait tendre n vers +o0o dans 1’égalité ci-dessus sachant que liIJIrl Jont1 =0
n——+0oo

on obtient %0(1) =Jy, donc 0(1)=2J;, =1In2.



I.2. Une valeur approchée de 6(3).
1.2.1. s:=0; pour k de 1 an faire s := s+ (—=1)*1/k3;  afficher s.
1.2.2. La valeur approchée décimale & 10™* pres par défaut de Sso est o = 0,9015.
1.2.3. Du critére spécial des séries alternées, on déduit que la somme 6(2) de la série est

encadrée par deux sommes partielles consécutives, par exemple S3g < 6(2) < S31. Comme
Ss1 admet aussi o pour valeur approchée décimale & 10™% prés par défaut, on conclut.

I.3. Calcul de 6(2) et 6(4).

3

T 2
1.3.1.Ona oy = 3 et, par deux intégrations par parties, on obtient ., = —2(—1)” pour
n

n € IN*.

2
T
ao(g) = 3

-1)" 1
1.3.3. Posons h,(z) = ( 2) cos(nz). De |h,(z)] < —;, on déduit la convergence absolue
n n

2 (7 2

1.3.2. La fonction g est paire donc b, (g) =0 et an(g) = — / g(x) cos(nz)dr = — ay,. Alnsi,
0 ™

. 4

et, pour n entier naturel non nul, a,(g) = — (-

(=1,

de la série Z hn(x) pour tout z réel et, méme mieux, la convergence normale de la série
n>1
de fonctions Z hy sur IR. La fonction ¢ est 2m-périodique, continue et de classe C' par
n>1
morceaux, elle est donc somme sur IR de sa série de Fourier (et cette derniere converge
normalement, mais c’est la constatation déja faite plus haut). On a ainsi

+oo 2 +oo n
-1
vz € R g(z) = aoég) + Z an(g) cos(nz) = % +4 Z ( n2) cos(nz) ,
n=1 n=1
+oo 2
-nH" 1
soit ; ( n2) cos(nx) = 1 (g(az) - %) En particulier,
oo 2 2
(=)™ x*
N — = _
x €] —m, 7] 2.5 cos(nz) R
, " : R (-)n 2
1.3.4. On évalue cette derniere relation pour z = 0 : ;::1 2 = —0(2) = TR donc
2
T
0(2) = —.
2) =13

1.3.5. La convergence de la série de Riemann d’exposant 4 est un résultat du cours. Pour

calculer sa somme, utilisons la formule de Parseval.
™ 4

2 1 2 I T
Bn posant ol = o [ lo@Pdo= = [ atdo= T ona
—T

—T

H ||2: |a0(g)‘2+1 +§|a ( )|2:£4+8 fi
o 4 2n:1 " 9 n:1n47



d'ot io L] (”4 ”4) ™ serait facile d’en déduire la valeur de 6(4) en séparant
u — =\ = == SETALl facile a'en aeaulre (a vateur ae en separan
Zent T8\ 9/ 90 P

les termes d’indices pairs et les termes d’indices impairs, mais suivons [’énoncé...
1.3.6. La série proposée converge normalement sur IR par rapport au parametre x puisque le
terme général est majoré, en valeur absolue, par —. La convergence normale de la série de
n
fonctions E hy, (question I.3.3.) permet d’intégrer terme & terme sur le segment [0, z] ou

n>1
[z,0] pour z €] — 7, 7], cela donne

S (—nlg)" sin(nz) = +§ /Ox hy(t) dt = /01' (io hn(t)> de

Tt ow? 2 mlx
/ (5-5) =15
o V4 12 12 12
1.3.7. La série proposée converge toujours normalement sur IR par rapport au parametre x.

La convergence normale de la série proposée en 1.3.6. permet toujours d’intégrer terme a
terme sur le segment [0, z] ou [x,0] avec « €] — 7, w]. On obtient

T3 2 T IR (1) sin(n
[T = [ ()

— n4 0
400
(—1)™ cos(nx)
- = —0(4),
n=1

ot n* 24 48
1.3.8. On évalue pour z =7
SRR
—~ nt 90 24 48
Tt



Partie II. Etude d’une fonction

II.1. Si z < O, liIf up(x) = 400 58t © = 0, liIE un(xz) = In2 : dans ces deux cas, la

—nx

série de terme général u, (x) diverge grossierement. Si z > 0, alors lim e = 0, donc

n—-+oo
Up(x) =In(l4e7"%) W e~ "* : par comparaison de séries a termes pgsitifs, on en déduit
que la série de terme général u,, () converge. En conclusion, D; =]0, +o0|.
I1.2. Soit @ > 0. Pour « € [a,4o0[,ona Vn € IN 0 < In(l+e ™) < In(l+ e ") (terme
général d’'une série convergente). La série de fonctions Z u, converge donc normalement
>
sur [a,+oo[ pour tout a > 0. Les fonctions w, étant cc:;;c?nues, on en déduit la continuité
de la somme f sur [a,+oo[ pour tout a > 0, donc sur IR}, .

I1.3. Pour tout n € IN*, la fonction w,, est strictement décroissante sur IR’ , donc f est strictement
décroissante sur IR’ (par addition d’inégalités de méme sens, 'une au moins étant stricte).

I1.4. C’est le théoreme des valeurs intermédiaires : I'image d’un intervalle par une application
continue est un intervalle.

Comme f est continue et strictement monontone sur IR’ , on peut préciser que f établit
une bijection de ]0,+oo[ vers £, et que € = f(]0,+o00[) = | Emf, liinf[.
o0 0

I1.5. La série Z u, converge normalement donc uniformément sur [1,+oo[; lim wug(z) =1In2

r——+0o0
n>0
et, pour n € IN*, hrf un(x) = 0. Par le théoréme d’interversion limite-somme, on déduit
Tr— 100
que A= lim f(z)=1In2.
r——+00

I1.6.

I1.6.1. C’est l'intégrale impropre d’une fonction continue et positive sur [0,+o0], et on a

Y (t) = In(1 + %) et e~ %t Or on sait que, pour = > 0 fixé, la fonction t — e™%¢ est
— 100
intégrable sur R, il en est donc de méme de la fonction .

I1.6.2. Pour tout = > 0 fixé, la fonction ¥, est décroissante sur IR, donc

n+1
¥n e N wx<n+1>s/ alt) dt < b (n) -

/ V(1) dt < 9u(n) = un(z / Vu(t

(la premiere inégalité est vraie pour tout n entier naturel, la deuxieéme & partir du rang 1).
En sommant ces inégalités (les séries et intégrales impropres étant convergentes), on obtient

On en déduit que

+oo 400 +oo

t)dt < un(z) = flr) <2+ Wy (t) dt

0 o 0

In(1+y)

I1.6.3. La fonction y — est continue sur |0, 1], et prolongeable par continuité en 0

(avec la valeur 1) d’on existence de I'intégrale. On la calcule maintenant par une intégration
terme a terme.



In(1 too n—1

Sur lintervalle I =]0,1[, on a Il +y) = an(y), en posant f,(y) = (—1)""1F—.
Yy n=1 n
Chaque fonction f, est continue et intégrable sur I, la série de fonctions Z fn
n>1
In(1
converge simplement sur I vers la fonction y +— M, et la série de terme général
1 yn—l 1 Y
/ |fnl = / dy = — converge, on peut donc intervertir série et intégrale :
I 0 n n
1 1, +oo n—1 +oo n—1 1
In(1+y) / 1Y (-1) -1
—dy = ( (-n" 7) dy = 7/ Yy dy
+oo n+1
(="t
= 2
n=1
I1.6.4. Le changement de variable y = e~** donne
+o00 +o00 01 1 0(2
wm(t)dt:/ In(1+ e %) dt = —/ ml+y) 4,02
0 0 1 Yy €T
La question I1.6.2. donne alors
0(2 0(2
") < @) <m2+ 22
x x
2
soit 'encadrement recherché avec A =1n2 et pu=0(2) = 7{—2
2 2

T T
.6.5. < < i — - ~
I1.6.5. Donc 6(2) <z f(z) <x In246(2) et zli%hx f(z)=10(2) 5 Donc f(x) 192

lorsque = — 0, et notamment lim f(x) = +oo. Ainsi, £ =]1In2, +o0.
z—0

Partie III. Propriétés de la fonction ¢

-1 k+1
Dans toute cette partie, on notera vg(x) = % pour tout € IR} et tout &k € IN* ; on
n (71)k+1
notera aussi 0, (x) = Z B la somme partielle d’ordre n de la série définissant 6(zx).
k=1

1
III1.1. La suite (k—m) N est décroissante et tend vers zéro. D’apres le critére spécial des séries
alternées, on a

Vp e IN* Vo eIR] Oap(z) < 0(z) < O2p_1(x) .
1

En particulier, 1 — 2 = O2(x) < O(z) < O1(z) = 1.
1
II1.2. Pour tout x strictement positif, on a 0 < 2 = e M2 <1 donc 0 < f(x) < 1:la fonction
1 1
0 est bornée sur E. De plus, ligl 5 = 0, donc hrf (1 — 2—1) = 1. L’encadrement de la

question précédente montre alors que lirf O(z) =1.
T— 100



II1.3. Continuité de la fonction 6
1
ITI1.3.1. Soit a € ]1,+o0[. Pour x € [a,+oo[, on a |vg(z)] < Ta (terme général d’une série
convergente) : on a ainsi prouvé la convergence normale sur [a,+oo[ de la série ka.
E>1
Chacune des fonctions vy étant continue, on en déduit la continuité de la fonction somme
6 sur [a, +oo[ pour tout a > 1, donc la continuité sur |1, +ool.

IIT1.3.2. Du critere spécial des séries alternées, on déduit aussi que |0(x)—0,(x)| < |vpt1(z)| =
1

L F 1 0; () — 0 < - et
CESIE ixons alors @ > 0 ; pour z € [a,40o0[, on a [0(x) ()] < e

(n+1)
1
lim ——— =0, il y a donc convergence uniforme sur [a,+oo[ de la série de fonctions
n—+oo (n + 1)@
définissant 6. Comme en III.3.1., on en déduit que 6 est continue sur [a, +o00[ pour tout
a >0, donc sur E = RY.
III.4. Caractére C! de la fonction 6

1—xlnt
I11.4.1. On calcule d’abord ¢’ (t) = ~—rat

tz—i—l

1
I11.4.1.1. Siz > oL alors, comme Int > In2 sur [2,+o00[, on a zInt > 1 donc ¢’ (t) <0
n

et @, est (strictement) décroissante sur Uintervalle [2, +oo].
1

1 1
II1.4.1.2. Si0 < z < n2 on ae” > 2 et la fonction ¢, est strictement croissante sur
n

1 1
lintervalle [2, e” }, strictement décroissante sur [em , 400 [

I11.4.2. Notons d’abord que chaque fonction vy est de classe C! sur E = R’ avec

Ink
k22 @) = (1" = = (D) ealk)
Notons aussi que la fonction vy est constante, donc vj = 0.

1
I11.4.2.1. Pour z € L2’ —+00 {, la suite de terme général |vy,(z)| = . (k) est décroissante
n

a partir du rang 2 (d’apres la question I1I1.4.1.1.) et elle tend vers zéro (croissances com-
parées) donc, toujours d’aprés le critere spécial des séries alternées, le reste

“+oo
Ink . In(n+1) In(n + 1)
r(z) = E (71)"3}6—9J vérifie |rn(x)] < v (2)| = CFSIE < —. Cette
k=n+1 (n+1)1n2

derniere expression majorante tendant vers zéro indépendamment de x, on a prouvé la

1
convergence uniforme sur l'intervalle [—2 +oo{ de la série de fonctions Z v;, (la suite

In2’
n>1
des restes converge uniformément vers la fonction nulle). On en déduit que la fonction
“+o00
0= Z vy, est de classe C! sur cet intervalle.
n=1

II1.4.2.2. Soit a > 0, si z € [a, +o00[, la suite (v}, (z)]) est décroissante & partir du rang
1

1 1
1+ E(ew), donc au moins & partir du rang N = 1 + E(ea). La série

n>2



Z vl (z) = Z (—1)"|v}, ()| vérifie les hypotheses du critere spécial des séries alternées :
n>N n>N
pour tout z € [a, +-o0c], la suite (|vy,(2)]) . tend vers zéro en décroissant. On a donc, pour

tout n > N et tout = € [a, +00], -

+oo
In(n+1)
‘ Z UIQ(I)‘ < g1 (@)] < Jvpgq(a)] = Tt 1) et 0.
k=n+1
+oo
La série de fonctions Z v], converge uniformément sur [a,+oo], la fonction Z v, est
n2N n=N

donc de classe C! sur cet intervalle. Donc 6 est de classe C! sur [a, +o00[ pour tout a > 0,
elle est donc de classe C' sur ]0, +o0].
111.4.3.
+oo

1
I11.4.3.1. Ona 6'(2) = Z(—l)”g@g(n). Or, 2 > o’ donc la suite (¢2(n)) est strictement
n

n=2

décroissante a partir du rang 2 d’apres II1.4.1.1., et elle tend vers zéro ; il résulte donc
du critere spécial des séries alternées que la somme de la série est du méme signe que son
premier terme, & savoir 6'(2) > 0.

+oo
I11.4.3.2. On a 60'(1) = Z(—l)”@l(n). La fonction ¢; est décroissante seulement sur

n=2
[e, +00[, donc la suite (gol(n)) est strictement décroissante a partir du rang 3, et elle tend

—+oo

vers zéro . Le critére spécial (encore!) permet alors d’encadrer la somme Z(—l)”gm (n) entre

n=3
deux sommes partielles consécutives. En rajoutant a chaque membre d’un tel encadrement

+oo
Ink
le terme 1(2), on peut aussi encadrer la somme (1) = Z(—l)k% entre deux sommes
k=2
partielles consécutives Ainsi, par exemple,
In2 In3 1In4 Inb In2 In3 In4
— - — <P == -+ —.
2 3 + 4 5 = ()= 2 3 - 4

Comme le minorant est strictement positif (valeur approchée 0,005056), on a 6’(1) > 0.



