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PARTIE I
ILDF®=1
1.12) F) :i%ﬂd

1.2.1) F'(X) = f(x+1) —f(X)
[.2.2) trivial
[.2.3) F constante- F'(x) =0
1
I.2.4) F est constante et il suffit de la calculer en 0. Dorx)::ng sin(rt) dt =2

Tt
0

x+1 x+1
1.2.5) F(X) =%] f(t) dt = %] f(t) — Ly dt + L; et on montre que l'intégrale tend vers 0. En effet, pour

X X

toute, il existe A tel que, pour> A, |f(t) - L1| <e donc, poux > A, <Ee.

FI] ) = Ly ot

1.3.1) Y = FI] ) ot

-u-1/2

u+1/2
= %] f(—v) dv en posant = +
u-1/2
Donc, ) a méme parité que
1.3.2) —
I.4.1) La série convergence normale.
<) 2 <)
1.4.2) La sériedesdérivéesest— ¥ 2kt exp(=kt) . _ S F_Z\& \Jkt exp(=kt?). Par parité,on peut
k=1 +1 Sk +1
supposet = 0. La fonction$(u) = \/l_J exp(-u) estbornéesur[0,+oo[ (continueet de limite nulle). Il

enestdoncde mémede ¢(\/_kt). Commela série ) F—Z\% converge Ja sériedesdérivéesconverge
k=1

normalement suR et la fonction est € Sa dérivée est nulle en 0.

1.4.3) La limite en l'infini est nulle (convergence normale).
1.4.4)




°° 1 (> > I 2 [ 2exp(—ke
1.45 exp(—k¢) dx = — exp(-=u‘) du dela forme—. Or dx converge(et
>ﬁg p(lod) ﬂ] p(-1) = zﬁg CRpE ol

—o0 —o0

la sérieestatermespositifs),doncﬁ[] > X :klxz dx estégalea cettesommeet la fonctionf est
k=1

intégrable.
1.4.6.1) Forme comparable. (Utiliser 1.2.2) et 1.2.5))
1.4.6.2) Pourx = 0, FK) < f(X) (majoration béte de l'intégrale), donc F est intégrable.

PARTIE Il
[1.1) © n'est pas surjectif puisque l''mage est incluse dans C
1
11.21) fOKer® =« F=0 < F estconstantet F(0) =0 - f est 1-périodiqueet%] f(t) dt = 0

0

(utiliser 1.2.1)).
11.2.2.1) <G| G>=0sij #ket =% sinon.
11.2.2.2) Les G appartiennent au noyau et sont indépendantes (car orthogonales).

+1,
11.2.3.1) Intégrons par partieﬁg " ’t‘ t dt:

n+1

%] n+1, N t dt _ %Qn(t)ﬁﬁl . %] n+1f_(9 dt _ _Qn(n'i'l) N %] n+lf_(9 dt
t t On t t
On utise la périodicité depour dire quep,(n+1) =do(1).

+1 1

11.2.3.2) Sif appartienta Ker 6, alors¢o(1) = 0. En outre ¢, estbornéeet %] " e dt < ﬁlz doncla

n

série des Wconverge.

11.2.3.3) Sif n'appartienpasa Ker 6, alorsdo(1) # 0 et la série) %QJ(}% divergealorsquela série

n+ig, (t . . - .
Z%] 5°—'t1§l dt continue a converger, donc la série dgesdiverge.
n

+1 a __
H&D$X@m:e 1 g
a
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[1.3.2) Le numérateur de sa dérivée vagit—e€" + 1 =g(u). Org'(u) = ue" est du signe de. Doncg
admet en minimum en 0, donc est positive ou nulle, donc la fo&ﬂeﬂi est croissante.

u

11.3.3) Les -1 sontvaleurspropres,et la fonctionu — e-1 varie de 0 & +o, donctout réel

strictement positif est valeur propre. 0 est également valeur propré ¢<@y.

PARTIE 1l

111.1.1) p'(t) = sin(2) + 2tcos(2) — 2t — 2sin{)cosf) = 2tcos(2) — 2t < 0 donc p décroit. Etant
négatif en R, p < 0.



cos() t cosf) 1 cos()

t 1_

11.1.2) g(t) = sint) ~ sir(t) ¥ sin®)  t

strictement depuisodjusqu'a <.
x+1 vt eV -1
|||.2.1)%] e dt:TeVX
X

sin(t)

III22)Ona
1eyx eaelb—l ax |bx
y a+ib

Cosinf(t)  t

t
tSirf(t)

< 0, doncg décroit

b ——— (€°cosp) — 1 +iesin(b))(cospx) + isinfox))(a —ib)

- 52%2 (€cosp) — 1 +ieasin(b))(acosbx) + bsin(ox) +iasin(ox) — ibcosx)

Donc, en prenant la partie réelle :

%] . €™ cospx) dx = 52%2 ((e'cosp) — 1)@cospx) + bsin(x)) — e’sin(b)(asin(bx) — bcospx))

__ & a 3
=T (a(e’cosp)

Q(€°cosp) —1) + besin) _ 5
a+b’

outre qué
[11.3) On a donc :

%beacosb) —aesin() =b

obe’sin() + ae’cosp) =a + A(a’ + b?)

1) +besin(b))cosbyx) + az%z(b(eacosb) _

Donc € cospx) estvecteurpropresi et seulemensi b(e’cosp) — 1) —

Posonsa =rcost) etb =rsin(t). Le systéme équivaut a :

A€e’sint—b) = sing)
ne’cost-b) = cosf) +rA

a_ Sinm
e = sin(t—b)

- éﬁ% cost-b) = cosf) + 1A
o
Fsint-b) = i&@

%ea - sil;)(\b) |
Focos) - asint) =500

iea — bA
]

e
[
Bs
e =
- §
u
He'=
0

sin(b)
21
o) =

sin()
sm(t—b)

sin() = sm(t—b)r)\

sm(b)

sm(b)
pcosh) _,_1
sin(b) A

1) —a€e’sin(b)) sin(x)

ae’sin(b) = 0. On veuten

sin(t)cosp) — cosf)sin(b) = %\@

La deuxieme équation admet une infinité de solutipret la premiére détermirze



