Corrigé - CCP - 2004 - PSI - Maths 1, par Karine Fournier

PARTIE I - Exemple 1

Dans cette partie f est la fonction définie sur R™ par f(t) = Arctan(t) (on Arctan désigne la
fonction Arctangente).

1. On sait que la fonction Arctangente est définie, de classe C! sur R et vérifie Arctan(0) =0

t %
donc f € Ejy. De plus lim+ Q = f'(0) = 1 d’ou la fonction g : t + (#) est prolongeable
t—0

2
™
par continuité en 0 et 0 < g(t) ~1 e donc la fonction g est intégrable sur R et donc

f € E;.

2. Pour tout x > 0, la fonction H, : t — est positive et continue sur Rt avec

(2 + 1)(# + =?)

1
H,(t) < m, cette derniere fonction est intégrable sur [1, +o0o[ pour tout > 0 donc
x
pour tout > 0, H, est intégrable sur R*. On remarque que V¢ € R, (f'(t))* = H,(t), donc
f € Es.

3. Calcul de Ny(f).

Pour z € R* , on note p(z) = / H.,(t)dt.
R+
(a) Pour tout # > 0, H, est continue sur R* et intégrable sur R*. Pour tout ¢ € R™,
x +— H,(t) est continue sur R . De plus pour tout a > 0 et tout x € [a, +00],

vVt € R, 0 < H,(t) < Hy(t) (hypothese de domination)

la fonction H, étant continue et intégrable sur R™, on sait par théoreme de continuité
que la fonction ¢ est continue sur tout intervalle [a, +oo] avec a > 0, donc est continue
sur RY .

+

(b) Soit z € R%, z # 1, par décomposition en éléments simples (deux poles simples : —1, —2?)

1 1 1 1
(T+1)(T+2?2) 22—1\T+1 T+ a2

(c) D’apres la décomposition en éléments simples précédente, pour z € R,z # 1, on a :

1 1 1
Vi € RY, H,(t) = _
(*) x2—1(1+t2 t2+x2)

On en déduit que pour tout z € R,z # 1, on a :

1 e 1 1 [/ 1 1 1
p(r) = 2 _ 1 1+ £ 7 | dt=— 2 5 | dt
2 —1 J, A 2 -1 J, 1+t z1+4(t/z)

b

1 1 t 1 T T T
- lim |Arctan(t) — —Arctan(=)| = (-—-):—
# (@) 22— 1 b4eo { retant) e an(x)} o TP—-11\2 2z 22(1+x)

(d) Par définition de No(f) avec (f'(t))? = Hi(t) on a : No(f) = 1/p(1) et par continuité
7r

de p en 1 on aura : No(f) = /lin} o(x) = 5



4. La fonction p : u € Ry — u — Arctan(u) est dérivable sur R, et Vu € Ry, p'(u)

U2

“Tra®

fonction p est donc croissante sur R, or p(0) = 0 donc

5. Pour tout x € R, la fonction G, : t —

Vu € Ry, u— Arctan(u) > 0

Arctan(xt) . . "
—————— est positive et continue sur RY avec

t(t2 + 1)
G.(t) ~o ﬁ et Gu(t) ~1oo 21253, on en déduit que pour tout z € R, G, est intégrable sur
RY.
6. Calcul de Ny(f).
Pour x € R™, on pose 0(x) = Gy(t)dt et G : (z,t) € RTxRY — G,(t).
Ry

(a)

Pour tout z € R*, la fonction G, est continue et intégrable sur R . Pour tout ¢ > 0, la
fonction x — G, (t) est continue sur R*. On a vu que Vu € R*, Arctan(u) < u et donc
pour tout a > 0 et tout x € [0,a] :

xt < a
(1412) = 1+¢2

0 < G.(t) < ; (hypothese de domination avec t —

1+1¢2

On en déduit par application du théoreme de continuité d'une intégrale dépendant d'un
parametre que la fonction 6 est continue sur tout intervalle [0, a] avec a > 0 et donc 6
est continue sur R¥.

On sait déja que la fonction 6 est continue sur R, de plus la fonction G est dérivable par

apport a sa premiere variable x pour tout t € R* avec aG( t) !
r r remiere vari x pour tou vec —(x,t) = :
pp p p + ax I (1+t2)<1+l‘2t2)

. oG .
On aura donc pour tout ¢ > 0, la fonction x — —(z,t) est continue sur R, pour tout

Ox
x € RT, la fonction ¢ oc (x,t) est continue, positive sur R* avec 0 < o¢ (x,t) < b
) = ) ) 4 Vi X U)X )
ox P * Ox 142

%(x, t) est intégrable sur R* et par domination, la fonction ¢
T 0G

est de classe C! sur R avec la formule de Leibniz : ¢'(x) = / a—(m, t)dt.
0 l‘

on en déduit que t —

1

+oo
D’apre i précede, Vo € RT, 0’ :/ dt. P > 0,
apres ce qui précede, Va (x) . AT Ut our x on aura

1 [t 1 1 T

d 0 (z) = = Hit)dt = —=p(-) = ———
one §'(x) % J, %( ) xQSO(x) 2(x+1)
3b et par continuité en 0 de #’, la formule est encore vraie pour x = 0.

d’apres le résultat de la question

On déduit du résultat précédent que pour tout x € Rt §(z) — 0(0) = gln(l + ) = 0(x).

b 42
t
Ni(f) = lim lim / I )dt. Par intégration par parties avec f(t) = Arctan(t), on

a—0 b—+4o00 t2
aura : ) - b pre) 1
t t
[ 104 [-L0), [,
Tt t )t
2 A A 2
or lim /) = lim Arctan(t)m =0 et lim Arctan’(t) =0, on en déduit
queoz_—>07L t a—0Tt t b—+o0

N2(f) = /0 b %dt — 20(1) = 7in(2)

2

intégrable sur R™)



On en déduit que Ny(f) = /7in(2) et donc

Partie II - Exemple 2

Dans cette partie, on suppose que f est la fonction définie sur R, par f(t) = In (t V2 + 1)
(ou In désigne la fonction logarithme népérien).

1
7. f est clairement dérivable sur R et on a: Vi € RY, f/(t) = . On en déduit que f’ est
’ V142

continue sur RT et f? est clairement intégrable sur R™( de primitive Arctangente sur RT)

donc f € Fy. De plus Ny(f) = \/E

2
8. Pour ¢ au voisinage de 0, on a (par développement limité a 'ordre 1 au voisinage de 0 de

V1I4+12) tin(t+V14+t2) =In(1+t+o(t) =t +o(t) alors f(t) ~o t.

On a aussi au voisinage de +00 :
1 1
f(t) =1In(t) +In(1+ /14 1/t2) =In(t) + In(1 + o + o(1/t%)) = In(t) + 22 + o(1/t%)

on en déduit que f(t) ~ o In(t).
f2(t)

t2

9. D’apres les équivalents précédents, t € RY —
f2(t)

t2
10. Calcul d’une intégrale.

est prolongeable par continuité en 0 et

1
=400 0(2537) et donc f S El.

In(t)
1 —¢2
nuité en 1 (de limite égale & 1/2). De plus au vosiinage de 0, on a : h(t) = o(1/y/t) et
donc h est intégrable sur |0, 1].

(a) La fonction h : t — — est continue, positive sur |0, 1] et est prolongeable par conti-

—Int
t2

dt.

On note désormais J = /
joar 1 —

(b) Pour tout k € N, fi : t — —t?*In(t) est continue et positive sur ]0, 1] avec
fr(t) = o(1/+/t) au voisinage de 0, on en déduit que pour tout k € N, les fonctions f;,
sont intégrables sur |0, 1[. Par intégration par parties,

b , b2k
/a —t*FIn(t)dt = [~ in(t)/(2k +1)] +/a ST Tdt
b 1
Donc : Jj, = }gr(l] bli)ljrnoo ’ —t*FIn(t)dt = T IE
(¢) Pour tout k£ € N, les fonctions fj sont continues et intégrables sur |0, 1[, la série
de fonctions ) fr converge simplement sur |0, 1[ vers h:t €0, 1[— _1ln_(tt)2’ la série

> f]o m |fi| = > Ji converge donc h est intégrable sur 0, 1] et

1 +00 .1 ~+00
J:/O h(t)dtz%/o fk(t)dt:;Jk.



(d)

On a par convergence des trois séries :

—+00 —+oc0o 2
Zn? Z 2k Z 2k+ E
i’" 17 12"”1 2
2 & 4 72 q
pard (2k + 1) 6 4 k? 8
f f 1 2
On en déduit que J = Jp = g = o
P k20(2k+1) 8

11. Calcul de Ny(f).
) UMY
Pour simplifier, on note I = (N(f)) :/ (T) dt.
R

(a)

()

C|0, +oo[, on a par intégration par parties :

b]
[0 ]- f2()} L[R2,

ft)

Pour tout segment [a, b]

Or pour f(t) =In(t++v1+1t?),on adéjavu:t— e est prolongeable par continuité
2(t >
en 0 donc 1im+ fT() = lim+t @ = 0, on avait aussi (voir question 7) :
a—0 a—0

f(t) ~io0 In(t) et donc th(t) ~ oo ant( )

N A VA N A ()
]_2/0 t dt_z/o /1 + t2dt

Pour le calcul de I, on effectue le changement de Variable u = f(t) sachant que f est
un C'-difféomorphisme de R* sur R* avec f'(t) = \/7 et donc

) = 0. On en déduit que :

et donc hmbﬂﬁo

1+t

f(t) — f(0) = Argsh(t) = f(t) car f(0) =0, on en déduit que u = f(t) < t = sh(u) et
alors par ce changement de variable

+00 U
[ f—
/o ()™

1 — e—2u
—) , on effectue alors dans I le changement

On sait que sh(u) = % =e" < 5
de variable v = e = ¢ (u) & u = —In(v) avec ¥ un C'-difféomorphisme de 0, +oo|
—1
dans ]0,1[ et ¢'(u) = —e™" = —, donc
e
1 2
1:/ L
0 8

1 — 0?2

s (N v
on en déduit que Ny (f) = VI = \/_—2\/_ NoUf )—7

Partie 111

Le but de cette partie est de comparer, d'une part, les ensembles F; et Fs, et, d’autre part,
les fonctions Ny et Ns.



12. Soit f une fonction quelconque appartenant a Ey. On associe a f deux fonctions g et h

définies sur R par g(t) = &\/? et h(t) = @

(a) f est dérivable sur R* avec f(0) = 0 donc f(t) = ( ) — f(0) et donc h est prolon-

pour tout ¢t > 0. On pose a = f(0).

geable par continuité en 0 avec hnr}r h(t) = f'(0) =a. On a : g(t) = Vth(t) et donc
t—0

1 =0.

Jim g(t)

(b) On vérifie aisément par dérivation d’un quotient que : V¢ > 0,v/tg'(t) = f'(t) — 10'(¢).

Q@
¢) On déduit des questions précédentes, par continuité de f’ en 0, que lim Vig'(t) = —,
+ 2

t—0

de plus g(t)g'(t) = h(t)Vtg'(t), done lim g(t)g'(t) = =

(d) Des limites calculées précédemment, on obtient que ¢ — v/tg'(t),t — g(t)g'(t),t — h(t)
sont prolongeables par continuité en 0%, or elles sont aussi continues sur R*_, donc pour
tout = > 0, ces trois fonctions sont intégrables sur |0, z]. On a aussi
f2(t) = g(t)g'(t) + (Vtg'(t))* + 1h3(t) alors si f € Es, f™ est intégrable sur R* et donc
sur |0, z] pour tout x > 0, alors par intégration sur |0, z| et linéarité de 'intégrale, on
aura :

® [ wore=ge@rs |

10,7]

(Vig'(t)) dt + A) UG

13. Comparaison de E; et Ej.

(a) Par positivité de l'intégrale d’une fonction positive sur un intervalle, la relation (R)
entraine :

Vo > 0, /M (f(t) dt > ZAM} (h(t)) dt

On en déduit que si f € E, alors la limite lorsque x tend vers oo de / (f/(t)) dt
10,7]

existe et est finie, alors la fonction z € R’ — (h(t))*dt est majorée et donc la
10,2]

fonction positive, continue h? est intégrable sur R*. Donc si f € E, alors f € Ey, d'olt

I'inclusion : B, C Ej.

2
t
(b) Prenons la fonction f : ¢t +— sin(t), il est clair que f € Ejy, de plus 11m+ ftg ) =1et
t—0
2
< ftg ) < t2’ on en déduit que f € Ey, mais f'(t) = cos(t) et la fonction positive f’

n’est pas intégrable sur R (pas de limite finie lorsque 2 tend vers +oo pour / f2(t)dt).
0
On en déduit qu’il y a une inclusion stricte entre Fy et Ey! Fy # Es.
14. Comparaison de Ny et N,.

(a) 11 est clair que Fs est non vide inclus dans I'espace vectoriel Ey. par linéarité de la
dérivation et résultat sur l'intégrabilité d'une fonction positive, si f € FEy alors pour
tout @ € R,af € Esy. Soit (f,g) € E3, on a donc f? et g’? sont continues, positives et
intégrables sur RT. Pour tout ¢ € R, (f/(t) + ¢'(t))* = f2(t) + ¢*(t) + 2f'(t)g'(t). Par
inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait que pour tout x > 0,

([rosoa) < [ o[ eo



Et donc : Vo > 0,/ |f'(t)g'(t)] dt < Na(f).Na(g) et donc lafonction z € R, +— / |f(6)g'(t)] dt
0 0

est majorée et donc la fonction f'g" est intégrable sur R%, on en déduit par somme de
trois fonctions intégrables sur R%, que (f' + ¢')* est intégrable sur R* et donc que
(f +g) € E2. On a donc montré E, est un sous-espace vectoriel de Ey.

On admet sans justification que N7 et Ny sont des normes sur 1'espace vectoriel Es.

1
(b) On adéjavuque By C Ey et pour f € Ey: Vo > 0, / (F/()dt > Z_l/ (h(t)) dt,
10,z] 10,x]
par passage a la limite lorsque x tend vers 400 et croissance de la fonction racine carrée

sur RT, on obtient : Ny(f) < 2Na(f).

(c) Pour tout n € N*, on définit sur R, la fonction f,, par f,(t) = e 'sin(nt).
Pour tout n € N, f,, € Ey et Vt € Rt f(t) = e *(ncos(nt) — sin(nt)), donc
I2(t) = e *!(ncos(nt) — sin(nt))?, on en déduit que 0 < f2(¢) < (n+ 1)e 2, donc f/?
est intégrable sur R* et f, € E».

Ni(fn) = /0 h e~ (ncos(nt) — sin(nt))*dt = /0 h e 2((n? — 1)cos®(nt) — nsin(2nt) + 1)dt

oo n?—1
N3(fn) = / o2t ( 5 (cos(2nt) + 1) — nsin(2nt) + 1) dt
0
2 1 400 +o0 2 _1q
N3 (fa) = e /0 e 2dt —l—/o e (n 5 cos(2nt) — nsin(?nt)) dt

2
teo 1 [T , 1 1
Or / e 2tdt = -, / e 2ttt = — = +1 " ,on en déduit
0 2" Jo 2(1—in) 2(n24+1) 2(n%+1)
n2

que :

N3(f) =2 Nalf) =5

4

(d) On sait déja que Ny est dominée par Ny. Supposons que N soit dominée par N; sur Ey
alors il existe une constante o > 0 telle que Vf € Ey, Nao(f) < aNi(f). En prenant les
2
sin*(nt)

n
fonctions f,, on aurait Vn € N*, 5 < alNi(f,). La fonction t € RY +— n

est po-

sitive, continue sur R* , prolongeable par continuité en 0 et dominée par ¢ — e au voisi-

. ' 9 0 gin?(nt)
nage de +00, on en déduit qu’elle est intégrable sur R*. et donc : 0 < Ny (f,,) < /0 t—th.
Par le changement de variable u = nt qui est un C'-difféomorphisme de R} dans R*,

on obtient : .
0<N12(fn)<n/ sin(u) g,
0

u?

0 gin?(u)

On en déduit que 'on a : Vn € N*,0 < g < ay/np avec 3 = du, ce qui

2
u
absurde. La norme N; n’est donc pas dominée par la norme N; sur Fs. Les normes Ny
et Ny ne sont pas équivalentes sur Fj.

15. On suppose que f € Fy, d’apres la relation (R) pour tout = > 0, on a :
2
/ (ﬂg'(t)) dt < / (f'(t))*dt < N3(f), on en déduit que la fonction positive ¢ (\/fg’(t))2
10,2]

07x]

2
est intégrable sur R7 et donc / (\/Eg/(t)> dt admet une limite finie lorsque x tend vers

10,x]
+00. On avait aussi finFy = f € Ej, toujours par la relation (R), on obtient que la fonction

6



g% admet une limite finie en +o0o (somme de trois fonctions admettant chacune une limite
finie en +00) et donc g aussi.
t

Notons L la limite de g en +o00, d’apres la relation g(t) = % avec f € Fy, si L # 0 alors

2 2

t L

ftg ) ~ au voisinage de 400 et f n’appar-
tient donc pas a Fi, ce qui est faux puisque f € Fy = f € F, on en déduit que la limite de
g en +oo est nulle.

f(t) ~ L/t au voisinage de +00 qui entraine



