CORRIGE DU DEVOIR N°3.

PARTIE 1.
1.) On sait que :

vVt e R, cos(2t) = 2cos®t — 1, cos(3t) = 4cos®t — 3cost.
D’ou :
Vo € [—1,1], to(x) =1, ti(x) =2, to(x)=22%—1, t3(x)=42"—32.

2.) Ona:
e {p n’a aucune racine et aucun extremuim.

e t; admet 0 comme racine , -1 comme minimum égal a -1 et 1 comme maximum
égal a 1.

o to admet —E et E comme racines, en 0 on a un minimum égal a -1 et en -1 ou

1 on a un maximum égal a 1.

3 3
e {3 admet 0, —g, g comme racines, en — ou -1 on a un minimum égal a -1 et

en "5 ou 1 on a un maximum égal a 1.

Remarque. Ne pas oubler les extremums aux bornes du domaine [—1, 1].

3.) Racines de t,.

On a :
(2k+ )7

tn(r) = 0 <= cos(narccosz) = 0 <= arccos z = o™

La fonction arccos est une bijection de [—1,1] sur [0, 7], donc :

2k + 1)m

0<
- 2n

T — = n-——-
- 2 = 2

Comme k est un entier alors k est élément de [0,n — 1]. Les racines de t,, sont les réels z
avec k élément de [0,n — 1].

Pour tout k compris entre 0 et n — 1, on a

2n—k—1)+1

Tp—k—1 = COSH,,_j._1 = COS
2n

T,
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( 2k +1 ) (2k+1 )
Tp—k—1 = COS | T — on m | = — oS T = —2k.

Les racines xj sont opposées deux a deux.

4.1.) On a :

n—1 n—1 n—1 k
. . 2k41 . pm . pm
Yn € IN¥, S, = g e'Pir — E el T =¢e'm E (e1 n ) )

ipm

Le complexe S, est la somme d’une suite géométrique de raison e~ , comme ’entier p
est compris entre 1 et n — 1 alors e™ =1, donc :

ipm emﬂ__l
SnZQQn ip7-r—.

™ —1

On sait que :
- iu/ iu _iu AN
Vu € R, elu—lzez(eQ—e 2>:2181n<§>e2.

On en déduit que :
o ipm SiIl (%)
)

3

4.2.) Le nombre p est entier donc sinpm = 0, on en déduit que :

n—1 n—1 .
sin pm
Z tp(xr) = Z cos(pby) = R (Sn) = 2.—pp7r = 0.
k=0 k=0 St <%)
5.) On sait que :
b -
V(a,b) € IR?, COSCL+COSb=2COSa_2|— COSa2 .
On a:
Vo e [—1,1], tnt1(x) + tn_1(z) = cos ((n + 1) arccos a:) + cos ((n — 1) arccos x),

tnt1(x) + tp—1(x) = 2cos(narccos ) cos(arccos x).

La fonction arccos est une bijection de [—1, 1] sur [0, 7] donc :
Vo e [—1,1], cos(arccos r) = .
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On en déduit que :

Vo e [—1,1], tng1(2) +th—1(x) = 2 t,(x).

6.) Soit n un entier strictement positif, on montre par réccurence I’assertion suivante :

k—1
P(n) : Vk € [1,n], t, est une fonction polynomiale et t;(z) = 2812 + Z ap .
p=0

De la premiere question, on déduit que 'assertion P(n) est vérifiée pour n =1, n =2 et
n = 3. On remarque que pour n = 0, la fonction ¢ est constante, son coefficient dominant
est 1.

On déduit de la question précédente que :
Vo e [-1,1], tny1(z) = 2xt, (z) — th—1(x).

Si P(n) alors t,, et t,,—1 sont éléments de R donc t,,11 est élément de R.

Comme :
n—1 n—2
-1 —2 n-1
to(z) =2"""2" + E apnx?, th_1(x)=2"""2""" + E apn—12?,
p=0 p=0
alors :

n
tni1(z) = 22" 4 Zap,onp.
p=0

On a montré que :
Vn € N*, <P(n) — P(n+ 1)) ot P(1)

Donc pour tout entier naturel n, la fonction ¢,, est élément de R,, de coefficient dominant
lsin=0et 2" 'sin>1.

7.) Soit n un entier naturel non nul, on a montré a la question 4.1.) que les racines de t,
sont les x = cosfy avec k entier compris entre 0 et n — 1.

La fonction cosinus est une bijection de [0, 7] sur [—1, 1], les réels ), éléments de [0, 7] sont
deux & deux distincts donc les racines x; sont deux & deux distinctes.

Le polynome T;, est de degré n donc il a au plus n racines complexes, comme il a n racines
réelles distinctes il n’a pas de racines complexe non réelle.

PARTIE 2.
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1.) Soit f un élément de C, la fonction f est alors continue de [—1, 1] dans IR, elle est donc
bornée sur [—1, 1], soit :

IM e RY,  Vzel[-1,1], |f(z)] < M.
. f(z) . ,
La fonction z €] — 1,1 Vi est continue sur | — 1, 1] et :
—x
f(x) M
Ve €] - 1,1], < .
] | ‘\/1—:52 V1— 2?2

On sait qu’'une primitive de z € [0, 1[—— est arcsinz, de plus :

1
V1— 22

. . . ™
lim = lim arcsina = 5

¢ dx
a—1 0 */1—1'2 a—1

La fonction z €] —1,1[— est paire, intégrable sur [0, 1] donc intégrable sur

/()
Vi-o

M
Vi
| — 1,1, on en déduit que la fonction z €] —1,1[— est intégrable sur | — 1, 1][.

I'I’L

—dux.

V1— a2

On déduit de la question précédente, en particularisant f(z) = 2", que ette intégrale est
absolument convergente.

1
2.) Pour n entier naturel, on pose I,, = /
—1

2.1.) On a:
1 1
Iy = [arcsinx] =, I, = [—\/1—:62] =0.
-1 -1
b xn—|—2
2.2.) Soit a et b éléments de | — 1, 1[, on integre par parties / ————duz, on obtient :

b nt2 b b b
T T
—dx:/ x"+1—dx:[—x”+1\/1—x2] + (n+1 / "1 — x2dx,
L \/1_3:2 a \/1—56'2 a ( ) a

b ,..n 2
da:z[—ac”“x/l—xﬂb%—(n—kl) (1 x)dac.

b :L.'n,—i—Z
/a \/1—.%2 a a V1 — 2

Donc :
b :L,n—l—2 nt1 b b "
(n+2)Lﬁdx:[—w \/1—$2}a+(n—|—1)/a ﬁdﬂ?
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On fait tendre a vers -1 et b vers 1, les intégrales étant convergentes alors :

(n+2) 2= (n+1)1,.

2.3.) On en déduit que :

1 T 3 3T
L=-ly=—=, I1=-I,=—-
2=g5lo=5, h=7b="7
x2p+1
La fonction z +— 03 est intégrable sur | — 1, 1[ et impaire alors son intégrale est
—x
nulle, donc :
Igp+1 = 0

3.1.) Les applications f et g sont éléments de C donc fg est élément de C, on peut alors
définir 'application :

CxC —R

f@ote)
V1 —x2

'intégrale étant absolument convergente d’apres la question 1.)

1
(f.9) ——< flg>= /_ 1

Montrons que cette application définie un produit scalaire :

e Symétrie : De la commutativité du produit dans C, on déduit :
V(f.g)€C? < flg>=<glf>.
e Linéarité : De la linéarité des intégrales convergentes, on déduit :
VAER,  V(fi,fo9) €C° <A+ falg>=A< filg>+ < falg >

On en déduit que 'application < | > est une forme bilinéaire symétrique.

e Forme positive : On sait que l'intégrale entre -1 et 1 d’une fonction intégrable et
positive sur | — 1, 1] est positive donc :

Vfec, < flf>=>0.

/()
i

e Forme définie : La fonction x+— est intégrable et positive sur | — 1,1,

alors :

R
—1 \/1 — £L‘2
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L’application f est continue sur | — 1, 1[, nulle sur | — 1, 1] donc elle est nulle sur [—1, 1],
on a montré que :

Vfec, < flf>=0< f=0c.
L’application < | > est une forme bilinéaire symétrique définie et positive, elle définit un
produit scalaire sur C.
3.2.) Montrons que la famille <tp ‘ p € [0, n]]) est une base orthogonale de R,,.
Calculons < t,|t, >, en effectuant le changment de variable u = arccosz qui est un C*

difféomorphisme de | — 1, 1[ sur |0, 7[, on obtient :

<tplty >= /_1 %dx :/ cos(pu) cos(qu) (—du),

<tp|ty >= %/Oﬂ cos ((p + q)u) du + % /07r cos ((p — q)u) du.

Les entiers p et ¢ sont compris entre 0 et n, si p # ¢ alors :

™ 0

sin ((p + q)U) 1 |sin <(p - q)U)

<t lt, >= — — 0.
0 0
De plus on a :

< to|to > /1 dz 1

- _— = :7‘(‘7
0fto i ,—1_:172 0

Vpe[[l,n]], <tp|tp >:/ COS2(pU/)dU:/ wdu:g

0 0

La famille (tp ‘ p € [0, n]]> est une famille orthogonale de n+1 vecteurs non nuls donc c’est

une famille libre, de plus la dimension de R,, est n + 1, on a donc une famille orthogonale
libre maximale c’est donc une base orthogonale de R,,.

De plus on a :
7

ltoll = v, VpelLnl, il =1/3

3.3.) Soit n un entier naturel non nul et k£ un élément de [0,n — 1].

Le mon6me X* se décompose dans la base orthogonale (tp ) p € [0, k:]]), soit :

k
Vk € [[07n - 1]]7 El(ap)oﬁpﬁk € IRP"‘l’ Xk - Z aptp'
p=0
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On en déduit que :

1 _k k
¥t (2) k
——dx =< X"|¢, >= E A, < t,|tn, > .

La famille (tp ‘ p € [0, n]]) est orthogonale donc :

(z)

\/—7962(1 =0.

Vp € [0,k] C [0,n — 1], <tp|ty, >= 0:>/

4.) On veut montrer qu’il existe trois réels ag, a1, as uniques, tels que pour tout polynoéme
P élément de Rs, on a :

' P(x) B —V3 V3
/_1 \/1—_7:1:2 dr = CLOP (T) + alP(O) + as <7> . (1)

1.) On suppose que 'égalité (1) est satisfaite pour tout P de Rs5, on détermine les réels
ao, ai, ag en prennant successivement les polynémes 1, X, X2, on obtient :

(lp =ao+ a1 +az (ag+ay+ay=m (0= 7
0= -

3

1= 2 0 2 9 = 5 @0 5 12=0 a1—§
o 3,3 I b T
(2= T00t 3% (70T 2Ty (27 3

2.) On vérifie que la solution trouvée convient pour X2, X4 X5

Pour X? et X, le polynéme P est impaire donc :

gp< f>+3P(O)+gP<§> = 0.

Comme I3 = I5 = 0 alors I’égalité (1) est vérifiée.
Pour P = X* alors :

T V3 T V3 m (18 3
§P< 2 >+3P(0)+§P<7):§(E>:§:L"

aO:a1:a2:

Sic:

ol 3
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alors I’égalité (1) est vérifiée pour tous les vecteurs de la base canonique de R.

Soit P un élément de R5, on a :
5
Iaplop<s €RS, P =) o, X7
p=0

De plus on a :
L' P(x) ° Loogp
/ —dx:Zap/ ——dux.
—1 \/1—%2 p=0 —1 \/1—3)2
Siag =a1 = as = % alors 1’égalité (1) est satisfaite pour pour tout vecteur de la base

canonique de Ry donc elle est vérifiée pour tout polynome P de Rs.

5.1.) Soit ¢ la fonction définie par :

$4

¢ : x€]0,1[— m

La fonction ¢ est définie et continue sur ]0,1[, au voisinage de 0, on a p(x) ~ 2%, donc
ligngo = 0, on prolonge par continuité ¢ en 0 en posant ¢(0) = 0, 'application ¢ est alors

continue sur [0, 1] et positive.

Au voisinage de 1 on a :

L’application z € [0,1[— est intégrable sur [0,1[ donc l'application ¢ est

1—

8

intégrable sur [0, 1[.

5.2.) On effectue le changement de variable u = 2z — 1 qui est un C* difféomorphisme de
10, 1[ sur | — 1, 1[, on obtient :

1 (14w

1 L4
J:/ —F—dz=;
o Va(l—1x) 2% Joi V1 —w?

On particularise P = (X + 1)*, on obtient :

J=- <1—£> +1+<1+£> _ oom,

du.

3.24 2 2 128
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PARTIE 3.

Soit n un entier naturel non nul.

Soit ag, a1, ,an_1, n réels et f un élément C, on note :
— 2% + 1
Sn(f) = = .
(f) Z arf(xr) avec xy 5T
k=0
On se propose de montrer qu’il existe un unique n-uplet de réels ag, a1, - --,a,_1, tel que,
pour tout polynéome P de R,,_1, on ait :
1
P(x)
————dz = S5,(P). 2
| = s.(p) (2

1.) On suppose que I’égalité (2) est satisfaite pour tout P de R,,—_1.

On particularise P en prenant successivement 1, X, X2 ---, X" 1 on obtient alors le
systeme suivant :

ag + ay + a2 + 0+ (p—1 = Iy
apro + ar1  +  ars A+ -+ ap_1Tp—1 = I
-1 -1 —1 —1
apxy + axt +  agxy + - 4+ ap_iz,_; = In

Le déterminant de ce systeme est :

1 1 1
Zo T Tn—1
2 2 2
detV =1 %o ) o Ty
—1 n—1 n—1
Lo ) Lp—1

On reconnait un déterminant de Vandermonde, égal a :

detV = H (i — ).

0<j<i<n—1

On a montré que :
V(Z,])E[[O,n—l]]2, Z#]) xl#xj

Donc le déterminant est non nul, le systeme admet une unique solution.

2.) On suppose qu'il existe des réels ag,ay,---,a,—1 tels que, pour tout p entier compris
entre 0 et n — 1, la relation (2) soit vérifiée par les fonctions t,.
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2.1.) La relation (2) est supposée vérifiée pour tout vecteur ¢, de la base orthogonale
{tp ‘ p € [0,n — 1]]} de R, _1, par linéarité elle est vérifiée pour tout polynome P de

n—1-

2.2.) Si les aj, sont égaux a ¢, on a :

1 t(.ﬁl?) n—1
Vp e [0,n —1], P dr = t .
pen-t, [ 2oa 2 o)

On particularise p = 0, on obtient alors :

s /1 da s
= ——=n<=c=—
0 1 V1 — 22 n
De plus, on a :

Vp € [1,n — 1], de =<to| t, > .

/1 tp()
—1V 1-— 1’2
La famille {tp ‘ p € [0,n— 1]]} est orthogonale donc :

Vp e [l,n—1], < to| t, >=0.
On a montré a la question 1.4.2.) que :

n—1

vpellin—1], > tylxx) =0.

k=0

Donc :

1 n—1
tp(x) T m
Vp € 0,n—1f, / — P _dr = at,(x avec @, = —-
pel ]] 1 V1 —2a? =0 i () Pn

Le systeme proposé admet une unique solution, la solution :

™ T T
(a()aala"'7an—1): 5757”'75 )

convient donc c’est la solution.

2.3.) Soit P un élément de Ra,_1, on effectue la division euclidienne de P par ¢, on
obtien alors ::

3(Q,R) € R[X]?, P=Qt,+ R avec d°R < d°t,.
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Comme le degré de R est au plus n — 1 et le degré de t,, est égal a n, on en déduit que :

d°P = d°(Qty) <= d°Q = d°P — d°t, = d°Q < n — 1.

/m /Ql—xQ /md“’"

On a montré que @ est élément de R,,_1 donc :
E”(Ofk)()gkgn—l - ]Rn, Q = Z aptr.

La famille {tp [0, n]]} est orthogonale donc :

Vk € [0,n —1], < tg| tn, >=0.

On en déduit que :

Q@)tn(x)
/ 1_352 Z / m :kzzoak<tk|tn>:().

Donc :

——t dx = ——dx.
/_1\/1—.T2 v /_1\/1—5132 v

Comme R est élément de R,,_1, on déduit de la question précédente que :

' R(x) &

/1 =T 2 )
D’ou : .
L Pa) . -

/1 N = kZ:OR(xk)'

On sait que les racines de ¢,, sont les réels (xk | ke [0,n— 1]]) , donc :

Vk € [0,n — 1], P(xy) = Q(z)tn(zr) + R(zk) = R(xk).

On a montré que :

L P) _zn_l .
Kl—_l_xzdx_nép( k)-

Tout polynéme de R, 1 vérifie la relation (2).
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Soit g un élément de C, on note :

Dao)= [ Ado- S, et gl = swp gta)

xz€[—1,1]

3.) Soit f un élément de C.

3.1.) Soit P un élément de R de degré d, pour tout entier naturel n tel que 2n —1 > d, on
a P élément de Ro,—1 , de la question précédente, on déduit que D,,(P) = 0.

On a:

Dy(f) = Dn(f — P) = /1 f@%’g@ dz — % 3 (f(xk) . P(:I;k)>.
—1 x =0

D’ou : )
T —

|Dn(f)] < ||f_P||ooIO+E > lf = Plloe-
k=0

On sait que Iy = m, donc :
1Du(f)] < 27 [|f = Plloo-

3.2.) Le théoreme de Stone-Weirstrass nous assure que toute fonction continue sur un
segment de IR est limite uniforme d’une suite de polynémes.

La fonction f est continue sur [—1,1] donc il existe une suite de polynémes (F,), .y qui
converge uniforméméent vers f, soit :

VeeR,, InpeN, VneN, (nzn0:>\|f—Pnuoogg>.

Donc :
Vn € N, n > no, | Dy (f)| < 2me.
On a montré que nin—lkoo D,(f)=0.
o ' i@
D= [ A dr=5.(0)
donc :

1
. /()
lim S,(f) = ————dz.
n—-+00 (f) /;1 m
4.) Pour x élément de [—1,1], on prend f(x) = e®. Soit m un entier natruel non nul.
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4.1.) La fonction exponentielle est développable en série entiere au voisinage de 0, de rayon
de convergence infini, on a :

n>0

) ) 1 1
Donc la série numérique de terme général — converge et E —~=e
n n
n>0

Soit k un entier supérieur ou égal & m + 1, on a k! = (m + 1 + q)! avec ¢ entier naturel,
d’ou :
k!> (m+ 1) (m+1)%.

La somme des termes d’une suite géométrique de raison r élément de |0, 1] converge et :

1
Zrn: 1—7"

n>0

Donc :

1 1 1 1 1 1 1 m+1
Eg(mﬂ—l)'z(m—l—l) et Z(m+1) P n—i@_ .
kE>m+1 " ¢>0 q>0 m+1

On en déduit que :

1 1
Z k! m-m)!
k>m+1

4.2.) De la question précédente, on déduit que :

x xk - lek
Vo € R, e’ =P, (x) + Z T avec P, (z) = Z =
E>m+1 k=0
Donc : o
Vo € [—1,1], e’ — P,(z)| < Z < ] < —
k>m—+1 k>m+1

On a montré que :

1
me-m.:

4.3.) De la question 3.1.) on déduit que, pour n tel que 2n — 1> d°P,,, on a :

2w
m-m)!

[ Dn ()] <27 [[f = Prnfloc <
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Pour que |D,,(f)| soit inférieur & 1073, il suffit que ;< 1073, soit m = T.

m-m!
Pour que 2n — 1 > 7 il suffit de prendre n = 4.
1 T
On a montré que Sy(f) est une valeur approchée de l'intégrale / S P T

-1 \/1—33‘2

pres.
4.) On a:
s In
S (f — Z (eCOS < +eCOS 8 + eCOS 8 _|_ eCOS B ) ,
us 3
=5 ( cos — ] +ch (cos §)> ~ 3,977 462 26.

1
Une valeur approchée de / dx A 1073 pres est 3, 977.

1 V1
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