Corrigé CCP math I PSI 2003

PARTIE 1

Question 1.1 L’application ¢ — pu(t)cost est continue sur R donc par le théoréme fondamental

de lintégration G est de classe C! sur R, avec G'(x) = p(x)cosz. De méme pour H, avec H'(x) =
wu(z)sinz. On en déduit

x x
F'(z) = sinx p(z)cosz + cosa:/ w(t) costdt + sin:c/ p(t) sint dt — cos z p(z) sin(x)
= cosx/ wu(t) costdt + sina:/ p(t)sint de.
0 0
D’out F(0) = 0 et F'(0) = 0.

Question 1.2

G et H étant de classe C', on en déduit que F’ est de classe C! et donc que F est de classe C2. De
plus,
F"(z) = —sinzG(z) + cos® x pu(x) + cos e H (x) + sin’(z)pu(z) = —F(x) + p(x).

Donc
F'(2) + F(x) = p(z).

Question 1.3
F vérifie le probléme de Cauchy linéaire
y'+y=un, y0)=0, ¥ (0)=0,
et d’aprés le cours il y a unicité de la solution de ce probléme donc F' = ¢.
xX x
Remarque : l'égalité ¢(x) = sinx / wu(t)dt — cosx / p(t)dt s’obtient aussi en appliquant la
0 0
méthode de variation des constantes pour résoudre (£),).
Question 1.4
1.4.1 En dérivant : G'(z+27) — G’ (z) = p(x+2m) cos(x+2m) — p(x) cosz = 0 car p est 2m—périodique.
De méme H'(x + 27) — H'(x) = 0.

I.4.2 La fonction z — G(x + 27) — G(z) est donc constante, égale & sa valeur en x = 2, soit :
G(z +27m) — G(x) = G(2m).

De méme, H(z + 27) — H(x) = H(2m).
1.4.3

olx+2r)—p(x)=Flz+7)—F(z) = (Gx+27r)—G(x))sine — (H(x+27) — H(z))cosx
= G(27) sinz — H(27) cosz.

I.4.4 La famille (cos,sin) étant libre, F' est 27-périodique si et seulement si G(27) = H(27) = 0.
2

2m T
1.4.5 Avec p = sin on a G(27) = / sintcostdt = 0 et H(27m) = / sintdt = 7 # 0 donc g,
0 0
n’est pas 2m-périodique. Méme conclusion pour ¢ees car alors G(2m) = m # 0.

1.4.6 Pour p = sin et pour tout entier n on a
p(2nm) = F(2nm) = 0 x 0 — cos(2nm) X nm = —n7

donc g, n’est pas bornée.
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Pour i = cos et pour tout entier n on a

Wl

T 1 2nm+
G(2n7r+):/ (14 cos2t)dt =nm
2) "2 J,

d’ou - -
@<2n7r+ —) :F<2n7r+—) =nm
2 2
donc s n'est pas bornée.

Autre méthode : on peut aussi calculer
Psin|L) = = SIMT — - COST
sin 2 92

et
1

Peos(T) = 2% sin z.

1.4.7 Pour p = |sin|
27 ™ 2w
G(27r):/ |sint|costdt:/ sintcostdt—/ sint cost dt,
0 0 ™

et en faisant ¢ = 7+ u dans la deuxiéme intégrale cela donne G(27) = 0. On obtient par le méme
procédé H(2m) = 0, ce qui établit que ¢ est 2m-périodique.

1.4.8 ¢ étant de classe C? et 2w-périodique, les applications ¢, ¢ et ¢” sont continues et 27-périodiques
donc bornées : en effet on a alors ¢(R) = ¢([0,27]) qui est donc une partie compacte de R et de
méme pour ¢’ et ¢”.

PARTIE II

Question I1.1 ¢ — e | sint| est continue sur R* et ¥t € R, 0 < e ¥|sint| < e ce qui montre

que t — e~ '|sint| est intégrable sur R puisque ¢ — e~ " I'est.
Question II1.2

T T ] 6(71+Z‘)t —1—3
I1.2.1 vy = / e Y|sint|dt = Jm / T ) = Tm - = Jm (—e™"=1)]| ce
0 0 —l+i |, 2
. e "+ 1
qui donne : vg = —

11.2.2 Avec le changement de variable t = nm + u on obtient :

™
Uy = / e " sinu|du = e vy = (e ™) vp.
0

11.2.3 Z v, est donc une série géométrique de raison p = e~ " €] — 1, 1] donc convergente. De plus sa
n=0
somme est égale a

Vo e T+1 1 thTr
= = —coth —.
1—p 2(1—eT™) 2 2

I1.2.4 La fonction ¢ ~— e *|sint| étant intégrable sur R™ on a

400 X nm +oo
/ e sint|dt = lim e !sint|dt = lim e !sint|dt = E Up.
0 X—=+00 Jo n—te o =0

Question I1.3
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I1.3.1 Nous avons vu que ¢ était bornée sur R*. Posons M = sup |¢|. Alors
R+

vt e RY, (b)) < Me ™,

Donc I'application t — e ¢(t) est continue et majorée en module par une fonction intégrable
sur R ce qui prouve qu’elle est intégrable sur R*. De méme pour les deux autres.

I1.3.2 Soit X ¢ RT. On a :
X X
/ ot tdt = [~ () + / o (t)et dt
0 0
X
= (X)Xt e O + / S(B)et dt

— e =0+ [ et at
0

On a utilisé le fait que ©(0) = ¢'(0) = 0.
+oo +oo
En faisant tendre X vers +o0o on obtient :/ o(t)e tdt = / " (t)e t dt.
0 0

Or o(t) + ¢"(t) = pu(t) donc (t)e " + " (t)e™" = u(t)e™ ce qui donne

+oo +oo
2/ o(t)e ™ dt:/ p(t)e tdt
0 0

et donc

PARTIE III
Question III.1

III.1.1 p est 2w-périodique, continue et C ! par morceaux sur R donc le théoréme de convergence normale
s’applique et la suite des sommes partielles de la série de Fourier de p converge uniformément
sur R vers pu.

II1.1.2 De méme pour ¢ puisque ¢ est 2r-périodique et de classe C? sur R.

Question III.2

IT1.2.1 p étant paire on a pour tout n entier naturel b, (1) = 0 et

an(p) = 2/07ru(t)cos(nt)dt

™

2 K
= / sint cos(nt) dt
0

™

1 (" . .
= /0 (sin(n + 1)t — sin(n — 1)t) dt.

™

1 ™
On distingue : a1(p) = / sin(2t) dt =0 et,
0

™

it anls) = % [cosén_—ll)t B (3osr(Ln—i_+11)t];r
- Z {((—1)“‘1 -1 <ni1 e 1)]
_2 (o1
T (n—1)(n+1)
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Soit pour tout entier naturel p :
4 —4

Ta2p-1D2p+ 1) w(@p2 —1)
azpt1(p) = 0.

azp(p)

II1.2.2 On peut justifier la convergence de la série par le fait que

4p? — 1 P 4p2 '
En appliquant le résultat de II1.1.1 on a
. cos 2pt
vVteR sint| = — — —
|sint| = g 71

qui donne pour t =0
+o0o

2 4 1
0:——f S —
s 771241)2—1

et donc
—+o00

S T
A2 —1 9
= dp? —1 2
II1.2.3 Cette fois on justifie la convergence de la série par le fait que

1 1

— > 0.
(4p? —1)2 P—= 16p1

On retrouve la convergence et on obtient de plus la somme grace au théoréme de Parseval qui
s’applique & u puisque p est 2w-périodique et continue par morceaux sur R :

1 2T ) 1 | a2 too 5
or ), snftdt=3 o+ a,
p=1

soit

1/”,2tdt 1 2+16+°° 1
— in =—-|=+— —
7 Jo ° 2 | w2 72 = (4p? —1)2

soit N
1 4 8 1
7272""723%
2 7 7Tp:1(4p—1)

et finalement

*fl 1
p1(4p—1) 16 2

Question II1.3

T

—x
I11.3.1 Maintenant G(x) = / |sint|costdt et donc G(—x) = / |sint|costdt = —G(z) aprés avoir

fait le changement de variable u = —t. Donc G est impaire. De méme H est paire. On en déduit
que F(= ) est paire. Et donc b, () =0 pour n € N*.

mO3pslca.tex - page 4



I11.3.2

27
/ ¢"(t) cos(nt) dt
0

SR

n [, .
[¢'(t) cos(nt)]§7r + 77/0 ©'(t) sin(nt) dt

n n2 2
= 0+ —[e(®) sin(nt)]2" — — /0 ©(t) cos(nt) dt

= —nfan(p).

Pour la troisiéme égalité on a utilisé le fait que ¢ est 2w-périodique.

I11.3.3 On a ¢ + ¢” = p et donc par linéarité des coefficients de Fourier a,(¢) + an(¢”) = an(u)
soit (1 —n?)an(p) = an(p).
1

ﬁan(u) ce qui donne
—n

Donc pour n# 1 on a a,(p) =

4 1 4
Vp c N7 a?p(‘a@) - _; (1 . 4p2)(4p2 _ 1) - 7[.(4p2 _ 1)2

et
Vp € N*, a2p+1(g0) = 0.

I11.3.4 ¢ étant 27-périodique et de classe C2 le théoréme de convergence normale peut lui étre appliqué
et donne

2 (2
Ve e R, p(z) = — + ai(p) cosx + — Z cos( p:f
p —_—

Pour x = 0 on obtient

0 =0=21ap+is !
PRI =E = Taw wp_1(4p—1)
d’ou l'on tire
T
al(SO):—Z

Question II1.4 On justifie la convergence de la série par le fait que

1 1
> 0.
(4p? — 1)(16p* — 1) 7= Gdpb
En reprenant les notations précédentes on a
400 +o00 2 +oo
/ etot)dt = / e ' | = +ajcost + Z agp cos(2pt) | dt
0 0 n —1
pi
9 [t +00 +oo [ +o0
= = / e tdt +ay / cost et dt + / Z agp cos(2pt)e™t | dt.
T Jo 0 0 =1
Il s’agit donc maintenant de justifier I'interversion série-intégrale.
e t > ag,cos(2pt) e ! est continue et intégrable sur R,
e la série de fonctions Z agyp cos(2pt) e ¢ converge simplement sur R vers une fonction continue,

oo _ 4 1 ,
. / |lagy cos(2pt)e | dt < |agy| = T2 1) o 6yt (> 0) terme général d’une série

0
convergente.
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Le théoréme d’intégration terme a terme pour les séries de fonctions & valeurs réelles ou complexes
s’applique et permet donc l'interversion. On calcule d’abord

+oo +o0 ) e(=1+in)t oo -1 1
/ cos(nt)e "t dt = Re / eI Q] = Re | ———— = Re —| =
0 0 —1+in o —1+in 1+ n?
+o0 1 +o0 1
d’ou /0 coste tdt = B et /0 cos(2pt) et dt = 117 donc
i 2 1(2 7\ 4& 1
—t
e )dt=—+-|=-——|+—=
/0 () T 2 <7T 4> WZ; (4p? — 1)2(4p% + 1)
et donc
i’f 1 _ﬂ[ll—i—e_” 2+7r]
2 _ 4_1) 4 |l41—e-T 1 '8
@ -D(6p'—1) 4 [dl-e7 78
Question III.5
2m
ITL.5.1 G,(2m) = / o(t)costdt = mai(p) # 0 donc ¢ n’est pas 2m-périodique d’aprés le critére de
0

1.4.4.
ITI.5.2 On a ¢(x) =sinzG,(x) — cosxHy,(x) donc

T - 2nm+5 5 2
o) (2n7r + 5) = Gy, <2n77 + 5) = /0 @(t) costdt = /0 @(t) costdt + n/o ©(t) costdt

s

= /2 @(t) costdt + nmay(p) — —o0
0

noo

ce qui prouve que ¢ n’est pas bornée sur R.
I111.5.3 Soit = > 0. Alors
Go(z)| =

/ o(t) costdt’ < Noo(p)z
0

et de méme
|Hy(z)| =

/ o(t) sintdt‘ < Noo(@) .
0
On en déduit

9(2)] = [Fp(2)] < 22Noo (),

et donc

_ _ 1
e 7' ¢(1)] < 2Noo (@)t €™ = 0400 (tg> .
Ainsi I'application ¢ — e “¢(t) est continue sur R, négligeable devant une fonction intégrable
sur RT, elle est donc intégrable sur RT.
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