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CORRIGE CCP PSI 2002 MATH 1

PROBLEME 1

P.1/ La série Z up () est géométrique de raison e ¥ donc convergente si et seulement si
n>0

—1<e®<1. Dou .

. . ”» Y z 1 _, —
La série Z vp(z) est & termes strictement positifs et w1(?) _nt ‘L e’
TLZO Un (aj) n n——+00
donc la régle de d'Alembert donne sa convergence si & > 0 et sa divergence si z < 0 .
De plus v,(0) = n, il y a donc divergence grossiére pour z = 0. D'ou .
+00 1
P2/ o) = D () =
— —e
n=0
P.3/ Donnons-nous ¢ € ]0,+0o0].
. Chaque u, est de classe €' et u), = —v, .
. Z u,, converge simplement sur [&,400].
n>0
o Vz € [g,400[, 0<|—v,(z)|= v,(z) < v,(e), ce qui donne la convergence normale donc

uniforme de la série Z Uy, = Z —v, sur [e,4o00].
n>0 n>0

Le théoréme de dérivation terme a terme des séries de fonctions s'applique : g est de classe el

sur [g,4+o00[ et ¢’ = —h.
Ceci pour tout € > 0. Donc g est de classe el sur ]0,4o00[ et g =—h.
_ —
D'ou |h(z) = — ¢ 5| = ¢ 5|
(1—e) (1—e™)

1/ Une étude de A
. _ 1 - .
1.1/ t— e ™t est continue sur RY et te ™ = 0 _\ioo (t_Q) donc t — et est intégrable

sur RT .

Une intégration par parties donne :

M
M, e 1M e ™M . 1
—at _ - —xt _ _ _ M N
j;te dt—t_x0+xfoe dt = -M— +x2(1 M )= 2
1
Donc FO(:U):I—Q.

1.2/ ¢, est continue par morceaux sur R™ et Vt € RY, |, (t) |< te ™.

D'apres 1.1/ ‘ @, est intégrable sur R .
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130/ Onaveel, |Fa)l=| [ emfwdl< [ e | fo) |t <Eyr) = L
T

T— 400

Donc | zF(z) |< i et donc |2F(r) ———— 0|

1.3.2/ Donnons-nous ¢ € ]0,4+00[.
. g:(x,t)— efmf(t) est continue sur [, +0o[ x RT et on a la domination
¥ (x,t) € [e,+oo[ X RT, [ f(t) [< e | f(2) |= 2 (1)
par l'application ¢, qui est continue et intégrable sur R™ d'aprés 1.1/
. g admet une dérivée partielle premiére par rapport a x qui est
(z,t) — %(w, t) = —te ™ f(t), cette application est continue sur [g,+oo[ x RT et vérifie
la domination
V(z,t) € [e,400[ x RT, | —te ™ f(t) |< t2e7c".
L'application dominante ¢ +— t2¢7¢! est continue sur R et intégrable sur R* puisque

1
2 —et _
t°e _Ot—>+oo(t_2)'

On déduit du théoréme de dérivation des intégrales dépendant d'un parameétre que F est de

+ .
classe €' sur l'intervalle [e,+00[ et que Vz € [, +00], Fl(z) = —j;) OOtf(t)e*””tdt. Ceci pour

tout € > 0. Donc |[F est de classe @' sur l'intervalle I.

2/ Exemple 1 : fonction partie entiére

2.1/ Ji = E est continue par morceaux sur R | & valeurs dans R.

Deplus VteRT, 0<E@#) <t cequiétablit que .

+o00 N+1
2.1 F(z) = " E{)dt = lim U E(t)dt. Or:
[ B = [ e Bl = im [ B() r
N N N _pt M1
N+l B ntl B ntl B zt
j;) e " E(t)dt = an e " E(t)dt = an e "'ndt = Z n—
n=0 n=0 n=0 n
N 8—(n+1)x e 1—e @ N -
= n == Z ne
n=0 - L n=0
On en déduit Vo € I, F (2) = ——° mh(m) <’
n en 1 B = = —F—~ |
e dedt 1 x z(l—e")
3/ Un deuxiéme exemple
3.1/ f, est continue sur chaque intervalle |n,n + 1[ avec n entier naturel et admet en chaque

point n une limite finie & gauche et une limite finie a droite (& droite seulement si n = 0) :

li<mfz(t):(n—1)+(n—(n—1))2:n, et lim f(t)=n+0=n.

t—n t—n

On constate donc que ces limites sont égales, ce qui établit que f, est continue sur RT.
Deplus 0<t—E({)<1 donc 0<(t—E()? <t—E() etdonc
0< A1) <EM)+(—-EQ)=t.

Finalement .

3.2/  La continuité de f, donne selon 1.3.2/ que |F, est de classe e sur l'intervalle T |
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! oo —at
3.3/ De plus pour tout z de I, F)j(z) = —fo th(t)e™dt <0 car f, >0.

Donc F2 décroit sur I|.

On a vu également que zF, ($>WO et donc FQ@)W’O .

L'axe des abscisses est donc asymptote a la courbe.
Enfinona VteRY, f(t)>t—1 quidonne

+00 1 1 1
> —at _ — A | RGN F i
F‘Q(I) = j; e (t 1)dt 1:2 20 IZ d'ou 2($)T0>+OO
L'axe des ordonnées est donc asymptote a la courbe.
34/ Ona
+00
+1
Fy(x) = et (4 (= n)?)dt
n
n=0
+00 —at n+1 nale—at
=S| E—(n+t—n2?) _f” € ot —n)dt
— —Z n —T
n=0 n
+00 _ —xt
vp (T v T 1+1e™ %
_ Z n( ) n+1( ) _j‘” e 2(t—n)dt
n=0 T n —Z
—T
volz) 2 2 2 2e
e TR =0 e
2 -2 —2ze "
Fy(r) = — m
z?(1—e")

PROBLEME 2
Partie I : étude de 81

L1/ G*=H?=0 GH:OO HG:IO.
’ 0 1} 00

Ge&, Heg, GHZE donc|& nlest pas stable pour la multiplication|.
0 b
a 0

1.2/ Les colonnes de la matrice 4 (aj,a,) = [ ] sont orthogonales. Pour qu'elles soient

unitaires il faut et il suffit que a; = £1, b = £1. Donc

0 1) (0 —-1)(0 1)(0 -1
& = .
1 N0 1 0)-1 0 [{-=1 o)1 O
0 g
1.3/ D'aprés 1.2/ les matrices U envisagées s'écrivent U = = 0 avec g = +1, g, = +1.
1
d 0
Les matrices A envisagées s'écrivent A = 0 dl
2

€4 0

Etona A(a;,b)=UA sietseulementsi a =¢ed; et a, = eyd, , ou encore

0 52d2
On calcule alors UA = .

. . . . -
si et seulement si d1 = ga, et d2 = 6,0, . D'ou exactement

€10y 0

a 0

0 b 0 &
4 décompositions possibles : =
g 0 0 &a,

] avec ¢ = 1, & = £1.
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1
"
141/ detA = —ab; = 0 donc A est inversible. De plus Al = 1 e &,
— 0
!

1.4.2/ Le polynome caractéristique de A est X 2 Qs .
. Si a;b; < 0 alors A n'est pas diagonalisable dans M, (R) car elle n'a pas de valeur propre

réelle.
. Si a;b; > 0 alors A est diagonalisable dans M, (R) car elle admet 2 valeurs propres

réelles distinctes : faay, — [ajay -
1.4.3/ Si a;b; = 0 le polynome caractéristique de A est X 2 , donc la seule valeur propre est 0. Alors
A est diagonalisable < A est semblable a la matrice nulle
< A=0
< a =b =0.
15.1/ detK = —zy, detL = —zt. Donc zy = 2t = detK = detL = K et L non semblables.
I.5.2/ On suppose xy = zt = 0. Vérifions que K et L sont semblables.
La recherche d'une égalité PKP™' = L ou encore PK = LP d'inconnue une matrice
— tpy + Tpg =0
Y —tpy =
2p —apy =

51
Dy

(on peut vérifier que

3
inversible P = [ ] conduit au systéme
4

Ypy — 2D3 =0

le rang de ce systéme est égal & 2).
z 0

0

0t
0

Une solution est par exemple P = qui sont bien inversibles.

] ou encore P =

‘K et L sont semblables ‘
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Partie II : étude de &,

IL1.1/ .

II.1.2/

0 o O 0 0

a '

0 0 0

d, =
0 bn—l 0

0 0 an—l 0 bn

0 0 0 a, O
0 o O 0 0
a ’
0 0 0

=-b,|. . . (en développant par rapport a la derniére colonne)

e 0
0 0 a, o 0 b, 4
0 -~ 0 0 0 ay,

=—aybpd,_, (en développant par rapport a la derniére ligne).

I1.1.3/ En particulier pour p € N* on a: d

2p+2 — T2p42 b d

2p+2 2p

Sachant que d, = 0 une récurrence immédiate donne : d2p =0 pour p e N*,

P
I1.1.4/ On a aussi pour p € N*: dy, 1 = =Gy, 1 by qdyy, 4. Donc dy, 4 = d H <_a2k+1b2k+l )
k=1
P
Et comme d; = —a;b, on obtient d2p+1 = (=1)pHL H <a2k+1b2k+1 )
0 vy 0 d 0 0
woo. . 0
I1.2.1/ Supposons U = A, (u,v) = . et A=
o Uy 0
0 u, O 0 0 dnJrl
0 o4, 0
wd,
Alors UA = ) ) €6, .
L Uy,
0 Updy, 0

De plus ‘A4 = {UA)(UA) = 'ATUUA = TAA = A? qui est diagonale.

I1.2.2/ U € 82p = detU = 0 d'aprés I1.1.3/, ce qui empéche U d'étre orthogonale.

Autrement dit &, » NG, ., estvide!

p+
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I1.2.3/ La réponse est non.

0 » 0 0
u 0 v O
On peut par exemple observer qu'une matrice U = 0 w 0 est orthogonale si et
2 3
0 0 u; O
0 £1 0 O
' 1 0 0 0
seulement si elle est de la forme U = 0 0 0 41
0 0 £1 0

(écrire que la premiére et la quatriéme colonnes sont unitaires, puis que la deuxiéme et la

troisiéme lignes sont unitaires, enfin que la deuxiéme et la troisiéme colonnes sont unitaires).

d 0 0 0 0 =+d, O 0
0 d 0 0 +d, 0 0 0

Alors si A = 0 0 d 0 ona UA = 0 0 0 d, = A5 ((1,3,5),(2,4,6)).
0 0 0 d, 0 0 &4dy O

On pouvait aussi remarquer que si A = A3 ((1,3,5),(2,4,6)), alors 'AA n'est pas diagonale et

conclure avec I1.2.1/.

I1.2.4.1/En écrivant que la premiére colonne est unitaire on obtient a; = +£1, puis en écrivant que la
deuxiéme ligne est unitaire : b, = 0.
En écrivant que la premiere ligne est unitaire on obtient b = 41, puis en écrivant que la

deuxiéme colonne est unitaire : a, = 0.

I1.2.4.2/En utilisant le fait que les lignes et les colonnes sont unitaires on montre (par récurrence) que

Vk €[0,p], ay, ==£1 et by, ==x1 et VEke[Lp]l, ay =0 et b, =0.

Réciproquement les matrices obtenues sont bien orthogonales.
) _ 22(p+1) — 4pt1 i

On en déduit card(82p+1 N o,

p+2




I1.2.4.3 /Effectuons le produit

0 a O
by 0 ay
0 b O as
0 b 0
AA =
0
bn—l
0
2
a; 0 a,b,
0 b +d 0
a;by 0 622 + a?)
B ayby 0
asby

En écrivant que cette matrice est diagonale on a en particulier Vj € [1,n — 1],

0 b 0
a 0 b
0 a 0 by
0 a3 O
X
a, | 0 0 b, 0
0 a, a, 4 0 b,
b, O 0 a O
a2b3
0 asb,
0 an,benfl
2 2
bn—2 + Gy 1 0 an_lbn
2 2
a’n72bn71 0 bnfl +an 0
a’n—lb” 0 bTQL
;g =
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0.

P
Or det4 = (—1)PH! H <a2k+1b2k+1> = 0 donc les ay, et les by, | sont non nuls. On en

déduit que les a,, et les by, sont nuls.

0 b
ay 0
0
Il reste A =
1
1 0
0 1
10
en A=

0

0 by

as 0
0

— o o

o =

0
0 by
tgps1 0
!
by
9
by

a2p+1

2p+1

que l'on peut décomposer par exemple



I1.3.1/ A est symétrique réelle donc diagonalisable dans M, _;(R). De plus Z A =trd=0.

I1.3.2/ Raisonnons par l'absurde en supposant que ¢ soit un produit scalaire sur R"FL

IL4.1/

1L.4.2/

I1.4.3/

n+1

J=1

Soit A une valeur propre de f, et z un vecteur propre associé. Alors

p(z,7)

pr,r) =<z , fil&)>=<z , Az>=\|[z]|f donc /\:H -
xr

Cela empécherait la somme des valeurs propres d'étre nulle.

Conclusion : [¢ n'est pas un produit scalaire sur R"H
0 b 0 b

—-a 0

Si A= [ alors A* = €& .

|
Si A€ O, alors A* = (det A)A™" = (det A)'A.

Si de plus A = 4,(a,b) on en déduit facilement que A* = A, ((det A)b,(det A)a).

Si A€ &, N0, alors A" € &,.

(Comme det A = £1 on aura méme A" € &, N O, ).

On pouvait aussi exploiter I'é¢tude de &, N O, faite en I1.2/.

La réponse est non. En effet, soit un entier n > 2.
0 0

1
Le choix a = (1,...,1), b =(0,...,0) donne A =

premiére colonne de A* est (—1)"*2, donc A* ¢ &, .

>0.
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et le dernier élément de la



