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Probléme 1

e Partie 1

1.1. La série géométrique > (—1)¥z* converge si et seulement si x €] — 1, 1] et dans ce cas sa somme est 1_’_%
(_1)n+1xn+1

1.2. R, (x) = - Au facteur 1i|——xx pres, > R, (z) est encore une série géométrique de raison —z.

I+z
—+o00
On en déduit la convergence de > R, (z) et I'égalité > R,(x) = —ﬁg-
n=0
(1y+
2.1. > ~——— converge d’apres le théoreme des séries alternées.
2.21.- > (=1)kak = 3 (Rip—1(x) — Ri(x)) = Ru—1(x) — Ry (x), par télescopage.
k=n k=n
D’ot = 1 k..k < |R R _ |x|n |x|m+1 <2
- Dou kgn(— Vet | < | n—1(ﬂ?)|+| m () —m—i— T <2

2.2.2. n étant fixé, la suite de fonctions (R,—1 — Rm)men converge simplement sur Iy vers R, _1 et elle est, d’apres

I'inégalité du 2.2.1., dominée par la fonction constante de valeur 2, qui est intégrable sur Ij.

D’apres le théoreme de convergence dominée, / (Rn-1(z) — Rp(2)) dz P R, —1(z) dz.
Io mT/Tee JI

Compte tenu de 'égalité du 2.2.1. et de la linéarité de I'intégrale, il s’agit de la propriété demandée.

/ (—1)Fa* dw CD" L obtiont ainsi [ R () do Z+oo (-1* Z+Oo (RO L
_ = 5 n—1 = s~ 7 — A — -
Io k +1 Io p— k +1 b1 k
1 11 too (_1)k+1
2.23. 10 = / R_y(z) dz = / —— dz =1n2. On retrouve la valeur connue de y ~—%F—-
0 o 1+=z =

n=0

(2 \ym+1 m—+1
L= ()t el

Y Rnoa(@) A+27 = (A+a)?

n=0

2.24.

m m—1
2.2.5. Notons T,, = > R,—1 = R_1+ >_ R,. Lasuite (T},) converge simplement sur Iy vers R_1+.5 et est dominée
n=0 n=0

par la fonction constante de valeur 2, qui est intégrable sur Iy. Par le théoréme de convergence dominée :

m ! L | 1
Ry 1= [ T, R_ +5:/ ( 1 _ )dx:/idx:—-
nz::() Io ! /Io m—+oo /Io( ! ) o I+z  (1+2)? 0 (1+x)2 2

+oo
s . . _1
D’apres 2.2.2., il en résulte que Y r, converge et que nZ::O Tn = %°
e Partie II
n n n—1 n n—1 n
1. kup= > k(Ry—1—Ri)= > (k+1)Rr— > kR = >, R, —nR, = Ry — (n+ 1)R,, ; par conséquent :
k=1 k=1 k=0 k=0 k=0 k=0
n—1 n
Z Ry — E kug = (n—i—l)Rn.
k=0 k=1
(-1
2. On applique la question précédente avec ujp = T et on utilise les résultats de 1.2.2.3. et 1.2.2.5.
n (_1)k+1 n n n n 1
Z(n—k‘)T =n ug— Y kug=n(n2—ry)— 3 kup=nln2+r, — 3 re =nn2—5+o(l).
k=1 k=1 k=1 k=1 k=0
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3.1. D’apres 1., pour tout n € N*, Z kug < E Ry. Silasérie Y Ry converge, ses sommes partielles sont majorées ;
k=0

il en est donc de méme pour les sommes partielles de la série Y kuy, et cette derniere est donc aussi convergente.

“+o0 +oo
320< (n+)R, = >, (n+1)ur < . kug, quitend vers 0 (reste de série convergente), donc lim (n+1) R,, = 0.
k=n+1 k=n+1

3.3. On sait par 3.1. que, si > Ry converge, alors > kuy converge. En faisant tendre n vers +oo dans 1’égalité du 1.
et en utilisant 3.2., on obtient la réciproque et en méme temps 1’égalité des sommes en cas de convergence.

+ oo
4. kug(z) = kml_l- D’apres 3.3., > Ry (z) convergesi et seulement si « €]2, +oo[ et danscecas > R,(x) = ((z—1).
n=0

5.1. Au facteur z pres, Y kay ¥ est la série entiere dérivée de > ax, z*, donc son rayon de convergence est aussi p ;
par conséquent cette série converge absolument pour x €] — p, p[.

—+oo
S apak

k=n+1

+oo
<(n+1) X lagl|z|*, qui tend vers 0 par application de 3.2. & la série
k=n-+1

(n+1) |Rn(x)| =(n+1)

& termes positifs Y |ax|/z|*. On en déduit que la suite ((n+ 1)R,(z)) converge vers 0.

—+oo —+oo
5.2. D’apres la question précédente et 'égalité du 1., > R,(x) converge et > R,(z) = Y. ka2 = zf'(x).
n=0 k=1

5.3.1. (ax) est bornée donc p > 1 ; (ax) ne tend pas vers 0 donc p < 1. Finalement p = 1.

o Tt n n gy —1)" n ln 1-|—{E2
5.3.2. f(z) = Z:sm]€7r E%COS Z_:( 1)" 22 +1+Z_:1(2n) z? :1fx2_ ( 5 )
+o0 2.3
On calcule f/(z) = %%# Selon 5.2, nZ::ORn(x) _zd (1x+ xx) z°)
Probléme 2
Partie I
1 0 1/2 0
o 12 0 3/
1. Ws = 1/2 0 3/8 0
0 3/8 0 5/16
bz 0 3/8 1 0 12 0 15 27 . 1(.9 5 30—274+18—-20 1
2detWy=| 0 3/8 0 |+%1/2 0 3/8|=d— 2041 (F-F)=30=20p18=20_ L.
3/8 0 5/16 3/8 0 5/16

31. Jo=m et J; =0.

3.2. On integre par parties : Jy,40 = / cos™ 1t cost dt = (m + 1)/ cos™t sin?t dt = (m + 1)(Jpm — Jmi2)-
0 0

Par conséquent J,,42 = u% Jm. Une récurrence évidente montre alors que Jop,+1 = 0 pour tout p € N.
) I1x3x---x(2p—1 2p)! 2
3.3. Par récurrence, Jop =7 —5=———— >(<;E)2p) ) _ & 22(17 8!)2 = 572% (;)

3.4. En distinguant deux cas suivant la parité de ¢ + j, on constate que w; ; = % Jitj-

Partie I1

™ 1 ™
1. Pour (j,k) € [1,m]?, {(e;/ex) = %/ 2cos jtcoskt dt = —/ (cos(j + k)t + cos(j — k)t) dt = 0k
0 T Jo
Cette égalité est évidemment encore valable si j =0 ou k= 0.

2. D’apres 1., la famille (e;)ogj<m est orthonormale ; elle est donc libre et ¢’est par conséquent une base de Hy,(e).
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o= (2] < § () ()

=0
. . _1 < (m
Um/(t) étant réel, on a aussi vm(t) = 5m 3. (k) cos(2k — m)t = m Z ( ) cos (|2k —m|t).

Comme |2k —m| < m, cette égalité exprime v, comme combinaison linéaire de (e;)ogj<m, donc vy, € Hy,(e).
De plus, le coefficient de e,, dans cette combinaison linéaire est obtenu pour kK = 0 et £k = m ; il est donc égal a 1

sim=20 eta 2m <\/— \/—) = 1/2 si m>1. En conclusion :

m

Um = Y ¢im €, aveC goo =1 et Gmm = ﬁ pour m > 1.
i=0

4. D’apres la question précédente, (vg)ogrgm est une famille de vecteurs de H,,(e) dont la matrice dans la base
(€j)ogj<m de Hp(e) est triangulaire supérieure, avec pour termes diagonaux les ¢; j, qui sont non nuls.
Cette matrice est donc inversible, et par conséquent (vi)ogk<m €st aussi une base de H,,(e), Aot Hp,(v) = Hp,(e).

L, . € 1
5. On peut écrire vm41 = Gmi1,m+1 €m+1 + Fm+1 = #% + Tm+1, avec rmi1 € Hp(e).

D’apres 1., emt1 € Hpn(e)*, donc Cmil_ oot o projeté orthogonal de v, 11 sur Hy,(e 1. Par conséquent :
+ 2m+1/2 +
_ || em+1 || _ 1
dm = d(Um—i—lv H 2mn_7i_1/2 H - 2m+1/2 :
6.1. @, est triangulaire supérieure, donc det Q,, = Ho Qi = H | 5 1/2 = 2%/2
i—

6.2. D’apres 1.3.4. et compte tenu de orthonormalité de (e)ogr<n, on peut écrire :
n
¥(i,9) € 10,01, wig = 7 Jij = (03/1) = 3 ni -

On en déduit que W,, = tQ,, Q,, puis que det W,, = (det Q,,)? = 2%




