CCP PSI 2000 math 1: corrigé

PARTIE I _ _
L1.1.1 (E) s'écrit y¢= 0 dott [SE) = {x a ax +b/@b 1 |2} et |[S°E) = (03]
1.1.2.1 (E) s'écrit y# w? = 0 d'out |[S(E) = {x a ae™ + be" ™ /(@,b) 1 | 2}|

ia +b5=0
y = ae™ + be” ™ appartient a S%E) ssi }

systéme de déterminant non nul car
ae® + e =0

wt 0.
La seule solution est donc la solution nulle : ‘SO(E) = {0} ‘
1.1.2.2 (E)s'écrit y#+ w?y = 0 dou S(E) = {x a acosux + bsinux/(@,b)1 ; 2}.
. o  ja=0
y = acosux + bsinux appartient a S"(E) ssi i ) .
{acosup + bsinup = 0
Cas1: wl ¢" alors SUE) = {x a bsinux/b1 ;}.
Cas2: wil ¢ alors S%E) = {0}.
1.2.2.1 (E)s'écrit y#= cosx quidonne S(E)= {x a - cosx + ax + b/(a,b) I | 2} . Une telle solution
;b -1=0

0 .
est dans S°(F) ssi iap+b+ 1= 0

D'ou |S%E) = {x a - cosx - zx + 1} .
p

1.2.1.2 (E)s'écrit y#= sinnx quidonne S(E) = {x a - i2 +ax+b/@b1 2} . Une telle solution est
n

jb=10 S 1
dans S%E) ssi § .D'ou |S%E) = {x a —281nnx}.
jap + b=0 n

1.2.2.1 (E)s'écrit y#= lcosx |
Sur [0,p/ 2] y#=cosx U $abi i y=oax+b- cosx
y#=cosx U $abl | y=ax+b- cosx.
Sur [p/2p] y#=-cosx U $c,dl | y=cx+d+ cosx.
Une solution sur [0,p 1 doit étre solution sur [0,p/ 2] et sur [p/ 2 p ] donc vérifie
$abe,dl i, "xI[0p/21y(x)=ax +b- cosx
"xI[p/2ply)=cx +d+ cosx.
De plus une telle fonction doit étre définie de maniére unique en p/ 2, continue et dérivable en p/ 2,
ce qui suffira a la rendre C? sur [0,p] et solution de (E) (car la dérivée seconde sera x a |cosx |
continue en p/ 2).
a=+b= c% +d  (continuité)

D'ou les conditions nécessaires et suffisantes {
ia +1=c-1 (dérivabilité)
ic

d'ou l'on tire: i

a+ 2

(a - c)%+b=-p+b'

Conclusion S(E) | 0p1® |, $@b)i .2/¥"xi (0.p/2L7Ce) = a4 b= cos ¥
onciusion - if' P O e L [p/2p 1) = @+ 2x- p+b+ cosx
R ;b- 1=0 ;b =1
1.2.2.2 f1 SAE) ssi i(a s - prbe 120 soit ia __qce qui fournit une unique solution.

g0 { ® {x I[0p/2]f(x)=-x+ 1- cosx %1
"ot E)=1F [0 i N .




L3 (E)s'écrit y®= f(x) quiserésouten y¢= f + A puis y = Ox gbouf(t)dtgdu + Ax + B.

La condition y I S%E) se traduit par % P g, ce qui fournit une unique solution

f(t)ﬁgﬁt + Ap =

[N 0 _ . . EN X N
Dou S%E) = {F,:10p1® |, xa ¢ & O} —0 &, (et Jiu}.
1.4 D'une part j est bien une application de C°([0,p 1| ) dans lui-méme.
Dautrepartsil 1 | et f,gI C10,2p1;) alorsl'application & = Ij (f) +j (g) vérifie
he=1j(e+j@¢=1f+g, M0 =170+ (@)= 0,etdeméme A(p) = 0. L'unicité obtenue
au L.3 permet d'identifier A = j (f + g), _ce qui établit la linéarité de ; .
15 fikej P j()=0 P [(H¥=0 P f=0.Cequiétablit l'injectivité de j .
La fonction x a 1 de C%[0,p1; ) n'a pas d'antécédent par j car elle ne s'annule pas en 0.
Donc j n'est pas surjective.

1.6 j(f)=1f donne f = [f¢en dérivant deux fois. Or 0 n'est pas valeur propre d'apres la
question précédente. D'ou f¢- ll f = 0 (avec toujours f(0) = f(p) = 0) ce qui nous rameéne a la

question 1.1.2.2 Pour obtenir des solutions non nulles le seul cas est —1 =n% avec n1 ¢"(ou¥”)

l
auquel cas le sous-espace propre associé est {x a bsinnx/b1 | }.
Conclusion : |Sp(j ) = {_n—21/ni ¥*} et [E;={xa bsinnx/b1 | }|
1.7.1
1.7.2 T, = {(t,u)i i 2/0£t£x et t£usf x} donc par Fubini
00, f(exltdu = - &, Xt fu = & fOdullt = o G- Df X
1.7.3.1 F, = (f) s' exprlme par la formule de 1.3 :
F(x) = 0, 80 f(t)dtgiu- —0 g’o f(t)dtgiu
= 9, G- Dfex - ;C_)bo (p - Df@XE
(autrement dit |b = 71 ).
1.7.3.2 F|(x) = 0, (x - Df @)t - —(p - Of()dt - —(p - O)f(t)dt (Chasles)
soit (@) = ( f@¥(p - x)dt +  x(p - Dfe)d) (autrement dit |g = '71 ).

PARTIE II

sinnx sinny
————5—— Alors

I1.1 Posons u,(x,y) = |u, (x,5)| £ i2 ce qui prouve que la série § u,(x,y) est
n

absolument convergente. Donc la fonction K est bien définie sur | 2

I1.2 En fixant y I | posons v,(x) = u,(x,y), ainsi "x1 |, v, (x,y)] £ 4 v, est donc une série

n?’
de fonctions continues sur | convergeant normalement (donc uniformément) sur | , sa somme est
donc continue.

Pour tout y fixé, la fonction x a K(x,y) est continue sur | .
I1.3.1 On vérifie que la fonction E, est continue en x, en 0, enp , et qu'elle est donc affine par morceaux

et continue sur ; . En particulier elle est 2p -périodique, continue et de classe C! par morceaux sur
i , ce qui permet d'appliquer le théoréme de convergence normale:
la série de Fourier de E, converge et sa somme est E, .

2P . 2 .
I1.3.2 E, étant impaire les a, sont nuls et on obtient apres calculs: |b, = > (‘)O E (t)sinntdt = .l sinnx |,




