
 

CCP PSI 2000 math 1: corrigé
PARTIE I
I.1.1.1 (E) s'écrit  0y¢¢=  d'où  { }2( ) / ( , )E x ax b a b= + ÎS a ¡   et  { }( ) 0E =0S .

I.1.2.1 (E) s'écrit  2 0y yw¢¢- =  d'où  { }2( ) / ( , )x xE x ae be a bw w-= + ÎS a ¡ .

x xy ae bew w-= +  appartient  à  ( )E0S   ssi  
0

0

a b

ae ewp wp-

+ =ìïïíï + =ïî
 système de déterminant non nul car

0w ¹ .
La seule solution est donc la solution nulle : { }( ) 0E =0S .

I.1.2.2  (E) s'écrit  2 0y yw¢¢+ =  d'où  { }2( ) cos sin / ( , )E x a x b x a bw w= + ÎS a ¡ .

cos siny a x b xw w= +  appartient  à  ( )E0S   ssi  
0

cos sin 0

a

a bwp wp

=ìïïíï + =ïî
.

Cas 1: w *Î ¢  alors { }( ) sin /E x b x bw= Î0S a ¡ .
Cas 2: w Ï ¢  alors  { }( ) 0E =0S .

I.2.2.1  (E) s'écrit  cosy x¢¢=   qui donne  { }2( ) cos / ( , )E x x ax b a b= - + + ÎS a ¡ . Une telle solution

est dans  ( )E0S  ssi  
1 0

1 0

b

a bp

- =ìïïíï + + =ïî
. D'où  { }2( ) cos 1E x x x

p
= - - +0S a .

I.2.1.2  (E) s'écrit  siny nx¢¢=   qui donne  { }2
2

1( ) / ( , )E x ax b a b
n

= - + + ÎS a ¡ . Une telle solution est

dans  ( )E0S  ssi  
0

0

b

a bp

=ìïïíï + =ïî
. D'où  { }2

1( ) sin .E x nx
n
-=0S a

I.2.2.1  (E) s'écrit  |cos |y x¢¢= .

Sur [ ]0, / 2p   cos , cosy x a b y ax b x¢¢= Û $ Î = + -¡

cos , cosy x a b y ax b x¢¢= Û $ Î = + -¡ .

Sur [ ]/ 2,p p   cos , cosy x c d y cx d x¢¢= - Û $ Î = + +¡ .

Une solution sur [ ]0,p  doit être  solution sur [ ]0, / 2p  et sur [ ]/ 2,p p  donc vérifie
[ ]

[ ]

, , , , 0, / 2 , ( ) cos

/ 2, , ( ) cos .

a b c d x y x ax b x

x y x cx d x

p

p p

$ Î " Î = + -

" Î = + +

¡

De plus une telle fonction doit être définie de manière unique en / 2p , continue et dérivable en / 2p ,
ce qui suffira à la rendre  [ ]2   sur  0,C p  et solution de (E) (car la dérivée seconde sera |cos |x xa

 continue en / 2p ).

D'où les conditions nécessaires et suffisantes  
     (continuité)

2 2
1 1           (dérivabilité)

a b c d

a c

p pìï + = +ïïíï + = -ïïî

 d'où l'on tire:  
2

( )
2

c a

d a c b bp p

= +ìïïïíï = - + = - +ïïî
.

Conclusion  [ ]
[ ]

[ ]
2

0, / 2 , ( ) cos
( ) : 0, , ( , ) /

/ 2, , ( ) ( 2) cos

x f x ax b x
E f a b

x f x a x b x

p
p

p p p

ì ì " Î = + - üï ï ïï ï ïï ï ï= ® $ Îí í ýï ï ï" Î = + - + +ï ï ïï ï ïî î þ
S ¡ ¡ .

I.2.2.2  ( )f EÎ 0S   ssi 
1 0

( 2) 1 0

b

a bp p

- =ìïïïíï + - + - =ïïî
  soit  

1

1

b

a

=ìïïíï = -ïî
  , ce qui fournit une unique solution.

D'où  [ ]
[ ]

[ ]

0, / 2 , ( ) 1 cos
( ) : 0, ,

/ 2, , ( ) 1 cos

x f x x x
E F

x f x x x

p
p

p p p

ì ì " Î = - + - üï ï ïï ï ïï ï ï= ®í í ýï ï ï" Î = - + +ï ï ïï ï ïî î þ

0S ¡ .



 

I.3  (E
����� ���	�	
��

( )y f x¢¢= �� 
������	����� � �����
0

s
y f A¢= +ò   puis  

0 0
( ) ¨

x u
y f t dt du Ax B

� �
= + +�

úë ûò ò .

La condition  ( )y E
�

0S   se traduit par  
0 0

0

( ) 0
u

B

f t dt du A
p

p

=ìïïïí � �
ï + =ï �

úïî ë ûò ò
  ce qui fournit une unique solution

.� � ���
[ ]{ }1 0 0 0 0

( ) : 0, , ( ) ( )
x u uxE F x f t dt f t dt du

p
p

p

� � � �
= � -�

ú
�

úë û ë ûò ò ò ò0S ¡ a .

I.4

� � � ���������	� j   est bien une application de [ ]( 0, , )p0C ¡  �!���#" � 
�$&% � %'�)(� � � � �*�	�+���!�	����
 [ ]  et  , ( 0,2 , )f gl p
� �

0C¡ ¡
�!"����,�#"�� �!����"�
-�	�!�.
����

( ) ( )h f gl j j= + / ���	
�01
��
( ) ( )h f g f gl j j l¢¢ ¢¢ ¢¢= + = +  ,    (0) ( )(0) ( )(0) 0h f gl j j= + = 2 �)�  ��% � %'�

( ) 0h p =
(!3�� � ��
��	
��*�+�546�*�)� � �

au  I.3
�����	%'�)�  � 
  �����*
-01
���� ( )h f gj l= + ,  

�	� !� 
7�)�.�846"-
��9"-�:"�
-���)�!�,
��.�  de  j .

I.5  [ ]ker ( ) 0 ( ) 0 0.f f f fj j j ¢¢
�

Þ = Þ = Þ = ; � !� 
7�)�.�846"-
��9"-� 
��	<��)�	�.
 / 
-�.�  de j .

La fonction  1x a   de [ ]( 0, , )p0C ¡
��� �=���!�  � �����*�)�	�  �)���9����� j

�	�!�>��"�"������+��� �!��� � "��+�?�!�#�)�'@�(
Donc j

��� ���������!�#� � �A<��)�	�.
 / ��(
I.6  ( )   donne  f f f fj l l ¢¢= =

���  �)�	
 / �!���  � �CB 01�)
���(!D��>@:��� ���������!� / ��"�� � �>���	�����	�  � �!���	E��#"��
!� �)���*
��)�'���	���	�  �)���.��(

� � ��� 1
0  (avec toujours (0) ( ) 0)f f f f p

l
¢¢- = = =

�	� !� 
7��� � �#�	�!%FE����+G="��

 question  I.1.2.2 Pour obtenir des solutions non nulles le seul cas est  21
  avec  (ou )n n

l
* *-

=
�

¢ ¥
� ��!� �)"7�,�!�#"��+��� � ��$1�)�����!�	�+���	�)���	�+�!�����)�	
��+�)��� { }sin /x b nx b

�
a ¡ .

Conclusion : { }2
1Sp( ) / n

n
j *-=

�
¥  et   { }

2
1 sin /

n

E x b nx b- =
�

a ¡ .

I.7.1
I.7.2 { }2( , ) / 0   et  xT t u t x t u x=

�
£ £ £ £¡   donc  par Fubini

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x

x u x x x

T t
f t dtdu f t dt du f t du dt x t f t dt

� � � �
= = = -�

ú
�

úë û ë ûòò ò ò ò ò ò .

I.7.3.1  1 ( )F fj=
��� � B ���	
-%'�����!�>"��:01�)�	% � "��  � I.3 :

 
1 0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x u x u

x

xF x f t dt du f t dt du

xx t f t dt t f t dt
p

p

p
p

� � � �
= -�

ú
�

úë û ë û

= - - -

ò ò ò ò
ò ò

(autrement dit   
1b

p
-= ).

I.7.3.2  1 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x

x

x xF x x t f t dt t f t dt t f t dt
p

p p
p p

= - - - - -ò ò ò   (Chasles)

soit  ( )1 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x

x
F x f t t x dt x t f t dt

p
p p

p
-

= - + -ò ò    (autrement dit  
1g

p
-

=  ).

PARTIE II

II.1 Posons  2
sin sin( , )n

nx nyu x y
n

= . Alors  2
1( , )nu x y

n
£

�	� !� 
7���	� �H/ � !� ��"��:�����	
�� ( , )nu x yå  est

absolument convergente. Donc la fonction K  est bien  �)01
-��
��  sur 2¡ .

II.2 En fixant y
�

¡  posons  ( ) ( , )n nv x u x y= ,  ainsi  2
1, ( , )nx v x y

n
"

�
£¡ .  nvå

�)���  �)��� � ���������	
��
de fonctions continues sur ¡

�	��� / �)�	IJ�)���������)�	%'�!"���%'�)����K  �)��� � ��
�0&���	%'�)%'�����.��� � � ¡ , sa somme est
donc continue.
Pour tout y

01
 B � 2 "��=01�)���	�*
��)� ( , )x K x ya  est continue sur ¡ .
II.3.1

D+� / �)�	
&0&
�� �� �+"��=01�����	�*
���� xE  est continue en x, en 0, en p 2 �)� !� � ��"�"��+�����  �����>�!010&
��������!�>%'�)�	�	��� �HB
et continue sur ¡ . En particulier elle est 2p

$&�����	
-�  
 !� � 2 �	�)���.
�� � ���)�  �+�	"��!����� 1C  par morceaux sur
¡ 2 �	� !� 
7���)�	%'���  � �!����"�
 �� ���>"����.L����)�	E�%'�  ���	��� / �)�	IJ�)���	�����)�	%'�!"���M"��:�����	
��  ��N9� � �,
����  � xE  converge et sa somme est xE .
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2 2( ) sin sinn xb E t nt dt nx
n

p

p
= =ò .


