
ECOLE POLYTECHNIQUE - ESPCI-ENS 2019

MATHEMATIQUES - JEUDI 18 AVRIL 2019 - 8h00-12h00 - PC

? ? ?

Corrigé proposé pour la base de sujets et corrigés de l’UPS.

Préliminaires

1. Soit x = (x0, . . . , xn−1) ∈ Cn, considéré comme vecteur colonne.

xTx =

n−1∑
i=0

xixi =

n−1∑
i=0

|xi|2 = ||x||22.

2. Soit U ∈Mn(C) une matrice unitaire et x ∈ Cn.
||Ux||22 = Ux

T
Ux = xTU

T
Ux = xT Inx = xTx = ||x||22.

3. Soit D ∈ Mn(C) une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont d0, . . . , dn−1, et
x = (x0, . . . , xn−1) un élément quelconque de S.

||Dx||22 =

n−1∑
i=0

|dixi|2 ≤ δ2
n−1∑
i=0

|xi|2 avec δ = maxi=0..n−1 |di|.

||Dx||22 =≤ δ2||x||22 = δ2 car x ∈ S. On a donc : ||D|| = max
x∈S
||Dx||2 ≤ δ.

Mais soit j un indice tel que δ = |dj | et x = (0, . . . , 1, . . . , 0) le vecteur de Cn dont toutes les
composantes sont nulles sauf la j-ème égale à 1. On a de manière évidente : ||Dx||2 = δ. Comme
cet x appartient à S, δ ≤ ||D||.
Finalement, par double inégalité : ||D|| = max

i∈{0,...,n−1}
|di|.

4. Remarquons que si U est une matrice unitaire, U−1 aussi car U−1
T

= U
T
T

= U = (U−1)−1.
D’autre part comme U conserve la norme, {Ux : x ∈ S} ⊂ S.
Réciproquement, si y ∈ S, x = U−1x est de norme 1 et y = U(U−1y) = Ux ∈ {Ux : x ∈ S}.
D’ où l’égalité : {Ux : x ∈ S} = S.
De même {U−1x : x ∈ S} = S.
Soit donc A,B ∈Mn(C) vérifiant B = UAU−1 avec U matrice unitaire.

∀x ∈ S, ||Bx||22 = xTB
T
Bx = xTU−1

T
A
T
U
T
UAU−1x = yTA

T
InAy avec y = U−1x.

∀x ∈ S, ||Bx||22 = yTA
T
Ay = ||Ay||22.

Avec la remarque du début on a de plus : {||Ay||2 : y ∈ S} = {||Bx||2 : x ∈ S}.
Finalement ||A|| = supy∈S ||Ay||2 = supx∈S ||Bx||2 = ||B||.

Première partie

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant.

Théorème 1. Soit f ∈ C[X] un polynôme. Alors

sup
z∈D
|f(z)| = sup

z∈S
|f(z)|

On admet le résultat suivant : si M ∈ Mm(C) est une matrice unitaire, il existe une matrice diagonale
D ∈ Mm(C) , dont tous les coefficients diagonaux ont module 1, et une matrice unitaire U ∈ Mm(C)
telles que M = UDU−1.
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Soit f ∈ C(X] de degré n ≥ 1 et z ∈ D. Soit M ∈Mn+1(C) et P ∈Mn+1,1(C) :

M =



z 0 0 . . . 0
√

1− |z|2√
1− |z|2 0 0 . . . 0 −z

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1
. . . 0 0

... 0
. . . . . .

...
...

0 0 0 . . . 1 0


=



z 0 0 . . . 0
√

1− |z|2√
1− |z|2 0 0 . . . 0 −z

0 0
0 0
... In−1
0 0


et

P =


1
0
...
0

 .

5. Notons C0, . . . , Cn les colonnes de M . Le coefficient général de M
T
M est Ci

T
Cj . On vérifie faci-

lement que :

◦ ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n− 1}2, Ci
T
Cj = δi,j .

◦ ∀j ∈ {1, n}, C1
T
Cj = δ1,j .

◦ ∀i ∈ {0, n− 1}, Ci
T
Cn = δi,n.

◦ C0
T
C0 = zz +

√
1− |z|2 = 1 = Cn

T
Cn.

◦ C0
T
Cn = z

√
1− |z|2 −

√
1− |z|2z = 0.

Par suite M
T
M = In. M est une matrice unitaire.

6. Pour toute matrice A deMn+1(C), PTAP est le coefficient d’indice 0, 0 de la matrice A.
Soit ϕ endomorphisme de Cn+1 de matrice M dans une base (e0, . . . , en).
ϕ(e0) = ze0 +

√
1− |z|2e1 et ϕ(ek) = ek+1 pour k = 1..n− 1.

Montrons par récurrence finie sur k que pour tout entier k ∈ [[1, n]], ϕk(e0) = zke0 + εk avec
εk ∈ Vect(e1, . . . , ek).
Cette propriété est vraie pour k = 1.
Soit k entier k ≥ 1 et k < n. Supposons que la propriété soit vraie au rang k.
On a alors ϕk+1(e0) = zkϕ(e0) + ϕ(εk) avec εk ∈ Vect(e1, . . . , ek).
ϕk+1(e0) = zk+1e0+z

√
1− |z|2e1+ϕ(εk). Comme k < n, ϕ(Vect(e1, . . . , ek)) ⊂ Vect(e2, . . . , ek+1).

Notons εk+1 = z
√

1− |z|2e1 + ϕ(εk) ∈ Vect(e1, . . . , ek+1). ϕk+1(e0) = zk+1e0 + εk+1.
La propríté est vraie au rang k + 1.
Le coefficient d’indice 0, 0 de Mk est donc zk pour k ∈ [[1, n]]. C’est vrai également pour k = 0.
On a donc bien : zk = PTMkP pour tout entier 0 ≤ k ≤ n.

7. Soit a0, . . . an les éléments de C tels que f(z) =
∑n
k=0 akz

k.
D’après la question précédente on obtient f(z) = PT

(∑n
k=0 akM

k
)
P = PT f(M)P .

Notons y0, . . . , yn les coordonnées dans la base canonique de Cn du vecteur Y = f(M)P .

On a : f(z) = PTY = y0 ; |f(z)| = |y0| ≤

√√√√ n∑
k=0

|yk|2 = ||f(M)P ||2 ≤ ||f(M)|| car P est un

vecteur de S.
8. Comme M est une matrice unitaire, il existe D matrice diagonale deMn+1(C) d’éléments diago-

naux d0, . . . , dn tous de moule 1 et U matrice unitaire deMn+1(C) vérifiant M = UDU−1.

On montre facilement que ∀k ∈ N, Mk = UDkU−1 donc f(M) =

n∑
k=0

UDkU−1 = Uf(D)U−1.

Comme U est unitaire, d’après la 4. question , f(M) et f(D) ont même norme. La matrice f(D)
est diagonale, d’éléments diagonaux f(d0), . . . , f(dn). En utilisant le résultat de la question 3.,
||f(M)|| = ||f(D)|| = max

i=0,..,n
|f(di)|.
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Notons i0 un indice pour lequel ce maximum est atteint.
D’après la question précédente ∀z ∈ D, |f(z)| ≤ |f(di0)| avec di0 ∈ S.
D’où la démonstration du Théorème 1. (principe du maximum dans le cas particulier des fonc-
tions polynômes)..

Deuxième partie

Le but de cette partie est de démontrer l’énoncé suivant :

Théorème 2. Soit n ≥ 1 un entier et A(z) =
∑n−1
k=0 akz

k un polynôme non nul tel que ak ∈ {−1, 0, 1}
pour tout 0 ≤ k ≤ n− 1. Alors pour tout entier L ≥ 1 on a

sup
θ∈[− πL ,

π
L ]
|A(eiθ)| ≥ 1

nL−1
.

Soit n ≥ 1 et A(z) =
∑n−1
k=0 akz

k avec ak ∈ {−1, 0, 1} pour tout 0 ≤ k ≤ n− 1. Soit L ≥ 1 entier fixé.

9. Soit z ∈ C avec |z| = 1. ∀k ∈ [[0, n]], |akzk| = |ak|.|z|k = |ak| ≤ 1

|A(z)| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

akz
k

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

|akzk| ≤
n−1∑
k=0

1 = n.

10. On suppose dans cette question que a0 = 1, et on pose, pour tout z ∈ C,

F (z) =

L−1∏
j=0

A
(
ze

2iπj
L

)
a. On a A(0) = a0 = 1. D’après le Théorème 1, comme 0 ∈ D, 1 ≤ supz∈S |A(z)|.

Ce résultat est identique pour tous les polynômes z 7→ A
(
ze

2iπj
L

)
qui prennent tous la valeur

1 en z = 0. |F (0)| ≤ supz∈S |F (z)|. Comme z 7→ |F (z)| est continue sur le fermé borné S et est
á valeurs dans R, F atteint son maximum en un point z0 de S. z0 ∈ S et |F (z0)| ≥ 1.

b. Les points du plan d’affixe e
−2iπj
L − iπL , j = 0, . . . , L− 1 sont les sommets d’un polygone régulier

à L côtés inscrit dans le cercle unité.
Comme z0 ∈ S, il existe j0 ∈ [[0, L− 1] et θ0 ∈ R vérifiant z0 = eiθ0 et
−2π(j0)

L
− π

L
≤ θ0 ≤

−2π(j0 − 1)

L
− π

L
. On obtient

−π
L
≤ θ0 +

2πj0
L
≤ π

L

On a pour j 6= j0,
∣∣∣A(ze 2iπj

L

)∣∣∣ ≤ n d’après la question 9.

On obtient |F (z0)| ≤ nL−1
∣∣∣A(z0e 2iπj0

L

)∣∣∣ = nL−1
∣∣∣A(e 2iπj0

L +iθ0
)∣∣∣

Par suite 1 ≤ |F (z0)| ≤ nL−1 . sup
θ∈[− πL ,

π
L ]
|A(eiθ)|.

11. Soit k0 le plus petit indice tel que ak0 6= 0. On a ak0 = ±1 et A(z) = ak0z
k0A1(z) où A1 est un

polynôme de degré n − k0 de coefficients tous égaux à 1,0,ou -1 et avec A1(0) = 1. On peut lui
appliquer le résultat de la question précédente. De plus pour z de module 1, |A(z)| = |A1(z)|.

sup
θ∈[− πL ,

π
L ]
|A(eiθ)| = sup

θ∈[− πL ,
π
L ]
|A1(eiθ)| ≥ 1

nL−1
d’après 10b.

Troisième partie

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant :
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Théorème 3. On fixe p, q ∈ [0, 1]. Soit n ≥ 1 un entier et soit Sn une somme de n variables aléatoires à
valeurs dans {0, 1} mutuellement indépendantes de Bernoulli de paramètre p. Alors

P
(∣∣∣∣Snn − q

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Snn − p
∣∣∣∣) ≤ e−n (p−q)2

2 .

Soit p, q ∈ [0, 1] et (Xi)1≤i≤n une famille de n variables aléatoires à valeurs dans {0, 1} mutuellement
indépendantes de Bernoulli de paramètre p. On pose Sn =

∑n
i=1Xi.

12. Soit g : R+ → R la fonction définie par g(x) = ln(1− p+ pex) pour tout x ≥ 0.
a. Pour tout x ≥ 0, ex ≥ 1, p ≥ 0 donc pex ≥ p et 1− p+ pex ≥ 1, ce qui assure la définition et

le caractère C2 de g sur R+.

∀x ≥ 0, g′(x) =
pex

1− p+ pex
; g′′(x) =

pex(1− p+ pex)− pexpex

(1− p+ pex)2
=

(1− p)pex

(1− p+ pex)2

On obtient bien la forme demandée.
b. Si α, β sont deux réls strictement positifs −4αβ + (α+ β)2 = α2 − 2αβ + β2 = (α− β)2 ≥ 0.

D’où
(α+ β)2

αβ
≥ 4 et

αβ

(α+ β)2
≤ 1

4
.

Compte-tenu de la factorisation de g′′(x) on a bien g′′(x) ≤ 1
4 pour tout x ≥ 0.

c. Soit h la fonction définie sur R+ par h(x) = px+ x2

8 − g(x).
∀x ≥ 0, h′(x) = p+ x

4 − g
′(x) et h′′(x) = 1

4 − g
′′(x) ≥ 0.

h′ est croissante sur R+ avec h′(0) = p − g′(0) = p − p = 0. h′ est positive sur R+ ; h est
croissante sur R+ avec h(0) = ln(1) = 0.

Par suite : ∀x ≥ 0, ln(1− p+ pex) ≤ px+
x2

8
pour tout x ≥ 0.

13. On suppose dans cette question que p < q.
a. Si a, b sont deux réels positifs, a ≤ b⇒ a2 ≤ b2. Donc :

A =
{
ω ∈ Ω :

∣∣∣Sn(ω)n − q
∣∣∣ ≤ ∣∣∣Sn(ω)n − p

∣∣∣} =

{
ω ∈ Ω :

(
Sn(ω)
n − q

)2
≤
(
Sn(ω)
n − p

)2}
.

En termes d’événements on peut écrire :

A =

[∣∣∣∣Snn − q
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Snn − p

∣∣∣∣] =

[(
Sn
n
− q
)2

≤
(
Sn
n
− p
)2
]

=
[
(Sn − nq)2 − (Sn − np)2 ≤ 0

]
A =

[
−2nSn(q − p) + n2q2 − n2p2 ≤ 0

]
= [2Sn(q − p) ≥ n(q − p)(q + p)]

Comme q − p > 0, A =

[
Sn ≥

p+ q

2

]
. On a donc

P(A) = P
(∣∣∣∣Snn − q

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Snn − p
∣∣∣∣) = P

(
Sn ≥

p+ q

2
n

)
.

b. Soit X une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre p et u > 0. X(Ω) = {0, 1}.
E(euX) = eu×0P(X = 0) + eu×1P(X = 1) = 1− p+ peu = eg(u).

c. Soit u > 0, par croissance de la fonction exponentielle :

A =
[
euSn ≥ eu

(p+q)
2 n

]
. En appliquant l’inégalité de Markov :

P
(
euSn ≥ eu

(p+q)
2 n

)
≤ E(euSn)

eu
(p+q)

2 n
= e−u

(p+q)
2 nE

(
n∏
i=1

euXi

)
= e−u

(p+q)
2 n

n∏
i=1

E(euXi)

par indépendance des v.a.r. euX1 , . . . , euXn . Puis d’après b. :

P(A) = e−u
(p+q)

2 n(eg(u))n = e−n( p+q2 u−ln(1−p+peu)) , c.a.d. :

P
(
Sn ≥

p+ q

2
n

)
≤ e−n( p+q2 u−ln(1−p+peu)).

c. En utilisant la majoration de la fonction g vue en 12c. on a :

P(A) ≤ e−u
(p+q)

2 nen(pu+u
2/8) = enh1(u) avec h1 : u 7→ u2/8 + pu− u(p+ q)/2.

La fonction h1 atteint son minimum en u0 = −4p+ 2(p+ q) = 2(q − p) > 0
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D’où P(A) ≤ enh1(u0) = e
n

(
(q−p)2

2 +2p(q−p)−(q−p)(p+q)
)

= e−n
(p−q)2

2 .

On obtient : P
(
Sn ≥

p+ q

2
n

)
≤ e−n

(p−q)2
2 .

Le théorème est démontré dans le cas q > p.
14. Dans le cas p > q notons pour chaque i, Yi = 1 − X1. Yi suit une loi de Bernoulli de paramètre

1− p et 1− q > 1− p.

On a donc P
(∣∣∣∣∑n

i=1 Yi
n

− (1− q)
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∑n

i=1 Yi
n

− (1− p)
∣∣∣∣) ≤ e−n (p−q)2

2

car (p− q)2 = (1− p+ 1− q)2.
En remplaçant Yi par 1−Xi on obtient exactement :

P
(∣∣∣∣Snn − q

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Snn − p
∣∣∣∣) ≤ e−n (p−q)2

2 .

Le cas p = q est trivial (1=1).
Le Théorème 3 est bien démontré.

Quatrième partie

Dans cette partie on s’intéresse à la reconstruction d’une suite de 0 ou 1 à partir d’un échantillon d’ob-
servations bruitées.
Plus précisément, étant donné un élément x = (x0, . . . , xn−1) ∈ {0, 1}n appelé la source, et un paramètre
p ∈]0, 1[ fixé, on considère la variable aléatoire O(x) à valeurs dans {0, 1}n construite comme suit :

- soient (Bi)0≤i≤n−1 des variables aléatoires à valeurs dans {0, 1} mutuellement indépendantes de
Bernoulli de paramètre p ;

- on note N la variable aléatoire définie par

N = Card ({0 ≤ i ≤ n− 1 : Bi = 1})

et I0 < I1 < · · · < IN−1 les éléments de l’ensemble aléatoire {0 ≤ i ≤ n− 1 : Bi = 1} rangés dans
l’ordre croissant ;

- on pose enfin

O(x) = (O0(x), O1(x), . . . , On−1(x)) = (xI0 , xI1 , . . . , xIN−1
, 0, . . . , 0) ∈ {0, 1}n

avec la convention O(x) = (0, . . . , 0) ∈ {0, 1}n si N = 0.
La variable aléatoire O(x) est appelée observation bruitée de source x. Ainsi, O(x) est obtenue à partir
de x en gardant chaque coordonnée avec probabilité p , indépendemment les unes des autres (complétée
par des 0 pour obtenir un vecteur de longueur n).

15. Soit θ ∈ [−π, π].

a. On étudie de la fonction θ 7→ cos(θ)− 1 +
θ2

2
sur | − π, π].

(dérivée seconde positive, dérivée première croissante et qui prend la valeur 0 en 0, fonction
décroissante sur [−π, 0], croissante sur [0, π] de valeur 0 en 0).
On a donc ∀θ ∈ [−π, π], cos(θ) ≥ 1− θ2

2 .
Remarque : on peut également utiliser directement une inégalité de Taylor.

b.
∣∣∣∣eiθ − (1− p)

p

∣∣∣∣2 =
(cos(θ)− 1 + p)2 + sin2(θ)

p2
=

1− 2 cos(θ)(1− p) + (1− p)2

p2∣∣∣∣eiθ − (1− p)
p

∣∣∣∣2 ≤ 1 + (1− p)2 − 2(1− p) + θ2(1− p)
p2

=
p2 + θ2(1− p)

p2
= 1 +

θ2(1− p)
p2

.

Or ∀x ≥ 0, 1 + x ≤ ex. D’où :
∣∣∣∣eiθ − (1− p)

p

∣∣∣∣2 ≤ exp

(
θ2(1− p)

p2

)
.

On a bien
∣∣∣∣eiθ − (1− p)

p

∣∣∣∣ ≤ exp

(
1− p
2p2

.θ2
)
.
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16. Soit x = (x0, . . . , xn−1) ∈ {0, 1}n et considérons une observation bruitée

O(x) = (O0(x), O1(x), . . . , On−1(x))

de source x.
a. Soit 0 ≤ j ≤ k ≤ n− 1. Notons B l’événement [N ≥ j et Ij = k].

B est l’intersection de l’événement Bk = 1, de probabilité p et de l’événement B′ ="avant k il
y a eu j var parmi B0, . . . , Bk−1 qui ont pris la valeur 1".
P(B′) =

(
k
j

)
pj(1− p)k−j . Par indépendance :

P(B) = P(N ≥ j et Ij = k) = p
(
k
j

)
pj(1− p)k−j .

b. Les valeurs prises par la var Oj(x) sont 0 ou bien, si j ≤ N , une valeur xk avec j ≤ k ≤ n− 1
avec la probabilité calculée dans la question précédente.
On a , pour tout 0 ≤ j ≤ n− 1, E [Oj(x)] = p

∑n−1
k=j xk

(
k
j

)
pj(1− p)k−j .

c. Soit ω ∈ C,

E

n−1∑
j=0

Oj(x)ωj

 =

n−1∑
j=0

ωjE(Oj(x)) =

n−1∑
j=0

p

n−1∑
k=j

xk

(
k

j

)
pj(1− p)k−j


Cette somme double se fait sur une partie triangulaire finie de N × N. En sommant d’abord
sur l’indice k on a :

E

n−1∑
j=0

Oj(x)ωj

 = p

n−1∑
k=0

xk

 k∑
j=0

(
k

j

)
ωjpj(1− p)k−j

 = p

n−1∑
k=0

xk(pω + 1− p)k.

Dans la suite, on pose Ln = bn1/3c, où btc désigne la partie entière d’un nombre réel t.

17. Soient x, y ∈ {0, 1}n tels que x 6= y. Posons pour z ∈ C, Ax,y(z) =

n−1∑
k=0

(xk − yk)zk.

a. Comme x 6= y, le polynôme A est non nul et vérifie les hypothèses du Théorème 2. avec
L = Ln.

On a donc : sup
θ∈[− π

Ln
, πLn ]
|A(eiθ)| ≥ 1

nLn−1
.

La fonction θ 7→ |A(eiθ) est continue sur le fermé borné [−π/Ln, π/Ln] et à valeurs dans R.
Elle est donc bornée sur ce segment et les bornes sont atteintes.

∃θ0 ∈
[
− π
Ln
, π
Ln

]
tel que supθ∈[− π

Ln
, πLn ] |A(eiθ)| = |Ax,y(eiθ0)| ≥ 1

nLn−1 .

b. Soit ω ∈ C.

n−1∑
j=0

(
E[Oj(x)ωj ]− E[Oj(y)ωj ]

)
= E

n−1∑
j=0

Oj(x)ωj −Oj(y)ωj

 = p

n−1∑
k=0

(xk − yk)(pω + 1− p)k

Choisissons ω tel que pω + 1− p = eiθ0 .

n−1∑
j=0

(
E[Oj(x)]− E[Oj(y)]ωj

)
= pA(eiθ0)

En minorant la somme des modules par le module de la somme on a :

n−1∑
j=0

|E[Oj(x)]− E[Oj(y)]| .
∣∣∣∣eiθ0 − (1− p)

p

∣∣∣∣j ≥
∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

(E[Oj(x)]− E[Oj(y)])ωj

∣∣∣∣∣∣ ≥ p|A(eiθ0)|

On obtient
n−1∑
j=0

|E[Oj(x)]− E[Oj(y)]| .
∣∣∣∣eiθ0 − (1− p)

p

∣∣∣∣j ≥ p

nLn−1
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c. Si pour chaque j de [[0, n − 1] on avait |E[Oj(x)]− E[Oj(y)]| .
∣∣∣∣eiθ0 − (1− p)

p

∣∣∣∣j < p

nLn
, l’in-

égalité précédente ne serait pas réalisée.
Il existe donc un entier jn(x, y) tel que 0 ≤ jn(x, y) ≤ n− 1 et

|E[Ojn(x)]− E[Ojn(y)]| .
∣∣∣∣eiθ0 − (1− p)

p

∣∣∣∣jn ≥ p

nLn

Or, d’après la question 15b.
∣∣∣∣eiθ0 − (1− p)

p

∣∣∣∣ ≥ 1 et
∣∣∣∣eiθ0 − (1− p)

p

∣∣∣∣ ≤ exp

(
1− p
2p2

θ20

)
.

On a donc :
∣∣∣∣eiθ0 − (1− p)

p

∣∣∣∣jn ≤ ∣∣∣∣eiθ0 − (1− p)
p

∣∣∣∣n ≤ exp

(
n

1− p
2p2

θ20

)
≤ exp

(
n

1− p
2p2

π2

L2
n

)
.

(car|θ0| ≤
π

Ln
.) En remplaçant on obtient bien :

∣∣E[Ojn(x,y)(x)]− E[Ojn(x,y)(y)]
∣∣ ≥ p

nLn
exp

(
−1− p

2p2
.
π2

L2
n

n

)
.

Dans la suite, on fixe une fois pour toutes un entier n qu’il faut considérer comme étant très grand. Pour
chaque couple (x, y) ∈ {0, 1}n tel que x 6= y, on fixe un entier jn(x, y) dont l’existence est prouvée dans
la question 17c .

Soient T ≥ 1 et (E1, E2, . . . , ET ) ∈ ({0, 1}n)T . Ainsi pour 1 ≤ i ≤ T et 0 ≤ j ≤ n− 1, on a Eji ∈ {0, 1}.
On dit que x est meilleur que y compte tenu de E1, E2, . . . , ET si∣∣∣∣∣ 1

T

T∑
i=1

Eijn(x,y) − E
[
Ojn(x,y)(x)

]∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣ 1

T

T∑
i=1

Eijn(x,y) − E
[
Ojn(x,y)(y)

]∣∣∣∣∣
On pose alors Rn,T (E1, E2, . . . , ET ) = x si pour tout y 6= x, x est meilleur que y. Si l’on ne peut trouver
de tel x on pose Rn,T (E1, E2, . . . , ET ) = (0, 0, . . . , 0).

18. L’événement Rn,T (O1(x), O2(x), . . . , OT (x)) 6= x est la réunion des événements
x n’est pas meilleur que y compte-tenu de O1(x), O2(x), . . . , OT (x). On a donc :

P
(
Rn,T (O1(x), O2(x), . . . , OT (x)) 6= x

)
≤

∑
y∈{0,1}n,y 6=x

P
(
x n’est pas meilleur que y compte-tenu de O1(x), O2(x), . . . , OT (x)

)

On doit donc calculer P

(∣∣∣∣∣ 1

T

T∑
i=1

Oijn(x,y)(x)− E
[
Ojn(x,y)(x)

]∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣ 1

T

T∑
i=1

Oijn(x,y)(x)− E
[
Ojn(x,y)(y)

]∣∣∣∣∣
)

En notant ST =

T∑
i=1

Oijn(x,y)(x) somme de T variables de Bernoulli de même espérance

p1 = E(Ojn(x,y)(x)) et en notant q1 = E(Ojn(x,y)(y)) élément de [0, 1] on peut majorer en utilisant
le Théorème 3 :

P
(∣∣∣∣STT − q1

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣STT − p1
∣∣∣∣) ≤ e−T (p1−q1)2

2 .

On retrouve 2n − 1 expressions de ce type dans la somme qui majore la probabilité étudiée.
Notons αRn,T = P

(
Rn,T (O1(x), O2(x), . . . , OT (x)) 6= x

)
. On utilise alors l’inégalité vue en 17c.

αRn,T ≤ 2ne−T
(p1−q1)2

2 ≤ 2n exp

(
−T

2

p2

n2Ln
exp

(
−2

1− p
2p2

.
π2

L2
n

n

))
.

Prenons si Tn ≥ e3 ln(n)n1/3

. Ln ∼ n1/3. n/L2
n ∼ n1/3. Le terme exponentiel à l’intérieur de la

première exponentielle tend donc vers 0.

αRn,Tn ≤ en ln 2 exp

(
−e

3 ln(n)n1/3

2

p2

n2Ln
exp

(
−1− p

p2
.
π2

L2
n

n

))
.

et n2Ln = e2Ln lnn = e2n
1/3 lnn+o(n1/3 lnn)
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D’où : αRn,Tn ≤ exp
(
−ce(ln(n)n

1/3+o(ln(n)n1/3)) + n ln 2
)

= un.

Comme lim
n→+∞

n

eln(n)n1/3+o(ln(n)n1/3)
= 0, lim

n→+∞
un = 0.

Le majorant ne dépend pas de x.
On obtient bien :

max
x∈{0,1}n

P
(
Rn,Tn

(
O1(x), O2(x), . . . , OTn(x)

)
6= x

)
≤ un

où (un)n≥1 est une suite tendant vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

∗ ∗
∗

N.B. : corrigé TEX rédigé pour la bourse de sujets et corrigés de l’UPS. Hugues Demongeot
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